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PRESENTACION

El e o i dn bl ol dn M sisbicha L e
urso

fon-

{acion Univerdtara: conseair o el COU tenga reaiments un cardetororien
tador, asf como sentar las bases de una preparacion adecuada del futuro estu
diante universitario.

egtn las d Jes (Ord de 1987
 Resolucién del 20 de enero de wsa) se han dispuesto cuaho opciones: A
B (Bi

]mgu[slwa) clammeme se esrab!e:e que exxsmé un sistema % prioridades para
elingreso d segiin la opcion
que hubxeran elEgldu previamente en el COU.

Ellibro que se presenta pretende cubrir la formacién matemética, fundamen-
talmente préctica, de los alumnos que prefieran las opciones A y B y ayudar-
los en la preparacién de las Pruebas de Acceso a la Universidad.

Es una amplia y variada coleccién de problemas que recoge los ejercicios
resueltos y ofrece la solucién de los ejercicios propuestos en el libro Ma-
tematicas I de COU, editado también por Edelvives.

Debido al gran néimero de ejercicios que presenta dicha coleccién, se edita en
dos voli dos. El I

los blogues teméticos | (matrices y sistemas) y Il (espacios afin y eucli-

deo). El segundo contiene los que corresponden a los bloques tematicos Il

(célculos diferencial e integral) y IV (célculo de probabilidades)

d yudar a los ah I delos con-
diados en la teorfa, orientar su propi dizaje, capaci-

telos para la aplicacién prctica de los conceptos eéricos y proporcionarles las

herramientas mateméticas indispensables en su futuro trabajo profesional

Esuna obra
id

Esta publicaci6n puede ser también un valioso colaborador para los profeso-
res, al evitarles la resolucién numérica de los problemas propuestos y al com-
plementar sus explicaciones de una manera apropiada y en el momento
oportuno,

Los ejercicios se enumeran en orden creciente de dificultad y estén resueltos
detalladamente (en ocasiones hasta con una minuciosidad que podria parecer
excesiva), utilizando un lenguaje claro y comprensible, pero no por eso des-
provisto del rigor matemético adecuado. Con ello se pretende que los alum-
nos consigan una perfecta asimilacién de los conceptos tedricos empleados y
de las técnicas aplicadas en la resolucién de los problemas.

E. bietivo de ayudar e interesar a k

en el estudio de las mateméticas, disciplina de una importancia capital. Con
tan poco nos damos por satisfechos.

LOS AUTORES
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Diferencial
de una funcion

TEMA I1I-1.1.

Ejercicios resueltos

1
rectay = 12x + 5.
(Propuesto en la Unis. de Alicante.)

quey = 12,

B L T e

=P 49-F-9.14+15=16 7
Los puntos pedidos son: P, (1, 16)y P(-T, 176).

T 49 (=9 (T + 18 = 176

2 Estudior la continuidad y derivabilidad de () = |x — 1| en el Intervalo 2, 21.
(Propuesto en la Univ. de La Laguna.)
ix<l

Ponsix<d
x=Lsixz1

ix=1 - 10
como {17112 10

B e dpemo i
1) . Lo i S Ry

+1a aulrda som:

lim = 1)
S

anbos ks o s, ¢ e 1
i 45 i el g

1(3) s continua en [-2, 21

Sin embargo, sus derivadas por Ia derecha y por 1 izquierda:
(e —1-0

rany = tm LOESZHZ0 gy B
~0 o axo S
-+ A
ca e im im -t
=0 e ax=0 &

derectay Por wnto,

1o,
1) o e derivable en x = 1.

. Obtener fa derivada n-¢sima del producto de dos funciones derivable, al menos, n veces.
Sean dichas funcioncs (x) ¥ VX ¥ = 1+ V.
Derivando sucesivamente:

YUV Y UV AUV UV e U 2

0= W0 VBV 2V WV w0 = a0y V4 B



lega a:

o () (3 n (0 ) (P)ur men.

4. Hallar la derivada n-4sima de

Haciendo o,y = a- (x = b,y
¥ e Akt

Yo Ak =B = 4120w — b
2D Ak m b =123 - b
R

El signo es altemativamente — y

exprss, engenera, (-1
12
Bl exponente del binomsio s -2, 3, —, .; en gneral, =1 + 1).

e P nt - b,

El coeficente s sucesivamente 1 = 11,1 31, i en general, !

5. Clary e enloelpse 5 + %
como senie  soninuaci. Deriandorspecto . o dos mismbros de 5+ % — 1 = 0
22 oo gaque D) = 2.
s ' ya que DY) = 2y
S - JS -
ettt O e ®
Derivando de nuevo en (1) respecto a 51
-
LEER o peran 1, WL s
G w “
Be__ayeww B+ o)
B I
w P R “
pse s deduce que b + ! = ' susitayendo e (1)
V) |
% ay

Solucién de los ejercicios propuestos
Derivary simplifcar las funciones:

B




9y = Inx + Vo — ),

@y = v Cwew

(Propuesto n o Uni. Complutnse de Madrd,)
®_1 x "

0y (Z-d)umemcs 2TTR

(Propuesto n o Uni. del Pais Visco)

D 1) = Ving ¢ + Den

e
(Propuesto e la Univ. Autdnoma de Madrid.)

i 3 uno de los casos la(s) de d

BT e R (e T

e, oo
a+n

1
VIE X -V
z»u]v 2

N 3@+
T a-wr

P

6 9%+ 649 i
GrwWe-30 49

Si e toman logaritmos neperianos en Ia funcidn, se simplifican los célculos:

¥ = 1@+ 3 - @ -

grociead 30-W+30 W _ G-t 12
T @ we-m [T FEr
oy o s VR ! (o 2 )
v bt Vowo P
BV 4 b

; !
“Twevow-@ | Vow-w

'
IR




(o)

i i
(TR
xeiax 1 PR
XA+l + X+ 14X 2+ 2% 1+
2 !

y I o
200 + %) 14+ 1+ 1+ %
Este resultado indica que fa funcién dad es constante.
oy =T (5- 1) P (=

arcsenx +

[ g0 + 11"

1 [t + D]*
Winged ) Wi + ) et 1)

D e =

1 11+ @0 + ) -2
2Vin g + 1) 6+ )

Eax o x 1 detvada o
1+ g6 + D] - 2%
PR R I . 5. 1l Y

Ly ey )

2 Calcular y' en 0 < x <, siendo y

'
T TENEr TRt S e
Lvofx VT
I+cosx VI+cosx senx(l+cosx) — (=senx)(l —cosx)
2 2Vi - cosx (1 + cosxp '

yro Yiresn senx+senxcoss + senx — senxcosx

41— cosx T+ cosx

25enx senx

VT—cosx Vi+cosx  2VI-cosix




Como 0.2 x < £, VT 60X = s ;pr
s s 1
Wi—wis x "7

(5) it 1 i e 1 s = i i - 002

Para halar

* Bl punto de tangencia & 210 2, y2 I 2).
Comoy(2n2) = €57 = ¢h¥ = ¢ = 4, cl punto de tangencia es 21n 2, 4.

* La pendicnte de I X = 212 esla derivada de s
funcidn y = ¢*en dicho punto.

Como y* = ¢, Ia pendiente de Ia recta tangente es m = y'@1n2) = ¢ =

La ecuacidn de la tangente esy 4 = 4(x = 2102) ~ 4x—y + 4(1 =210 2) = 0.

- Pl i o i o a3 b s sl g o
b + ot en el punto (5 ¥,

(Prouestoen s Uni. Autcnoma de M)

Por tanto, la pendiente es la derivada de la funcion y. + bx + ox’ en el punto (xy, y).

Comay’ = b+ 20, I pendieme de s s m = 3’19 = b + 26,

La ecuacion de larectaesy —y, = (0 + 206) (x = x) = (0 + 200)x —y = (b + 2x)x, + y, = 0.
. Hallar o pnto n s aue angee a cumay = & — ¢ 3¢ + Tt

o el al e Ox;

&) parseta sl reiy < 56+ %

0wt sy = 31 41

(Fropuestoen s Univ,de e

L pendenc de [ P00 qu e busa s de

e ity = 2o 3¢+ cn st P

Como y*

2~ 3, Ia pendiente de la recta tangente en el punto P(a.b) es m = y'(a) =

Para s tes casos propuestos s tene:

) Como a recta tangent es parael al je Ox,tene Ia pendiente m = 0; e deci, m
2:Vas 234
2 B

Resolviendo I ecuacion, se obiiene a =




L =ab =),
nece ala curva, Por tanto:

PR PP
) . Lo s
RO SUPCTORE I
it dos s e, ., 937
5 s = " o
ool o Laipydpigr el

216
L6, aymbinmnd
T =4

La ordenada b del punto P se calcula como en ¢l apartado anterior:

Resolviendo la ecuacién, s obtiene

o« P
LSt E LSS G
. s s s 1
b= v BT PR I I
n !
it dos s e, 7 4,11 )y 7 2, )
9 Como Ia recta tangente cs perpendicular a Ia recta y = - x + 1, tine Ia pendiente m =

3
es decir, m

—m-3=3 -

Resolviendo la ecuacién, se obtiene aa

o
D=0~ 8 =08-2

La ordenada b del punto P se halla como en los dos apartados anteriores:

o
Ya) = G- G104 1=

by

2 8
R R RI L EPET PR

3

1
5

T

. Calcular el dngulo que forman las curvas de ecuaciones X -y = 1y ¥ — ¥ = 1.
(Nota: Es el dngulo formado por las tangentes a las curvas en su punto de interseccin.)
(Propuesto en la Univ. Autnoma de Madrid.)

Resolviendo cl sistema formado por I iones de I se abtienen I
cion de ambas:
1
xey=1 y=y
Xoyei




Resolviendo la écuacin bicuadrada, se obtiene:

B decirs x{ =+ VESIS = 1272 = x; [ = ~ VI8 = ~1272 = ;s otras dos races

son imaginarias.

' '
Parax = 1272 <y = 0786 paax, = -l212 = % = = = 0786,
Las curvas se cortan en dos puntos, AQ1272; 0,786) y B(=1,272; ~0,786).
Doscurvasy = ey
80— 1'6x)
rigonométrica 51§ ¢ = o
Derivando las funciones, s tine:
Lyexy =0 =y =" nozyyao-y=-2.X
yexey =0 =y e y vepet
Angulo p, que forman las curvas en el punto A (1,272; 0,786):
i i Ayse susi
Ia formula que da el valor de 1 ¢,
0786 " 1212
F) = S 068 B ) = G = L6IE.
161 26 226

BT T 06 168 T -1 0

Como1g g, = @, ¢ = 90°.
o dedckse sk obarvand que £ (5)Y ' (1)1 o s pendice e cpesties
00)

T
aue esla condicion de perpendicularidad de rcts.
Angulo g que forman la curvas en el punto B(1,27%; ~0,786):

Operando de igual forma que para ¢l punto A, se obtienc:

PR 18 _ 2
BT os®m 16 T 11

Como tg gy =, py = %0°

Coleular la diferencial de:

@y=in

'
3 para dx = 03,

by =+ Vi + ) enx = V3, para &x = 0,02.



0. L Por
t0 aumentar el drea del cubo? ;Cudnto aumentard su volumen?

ot e (L)on

et gt de = 10 122 <m0+~ - Dns -
A
7= Toas
1-% 4
:
octame iy = 4103+ B4 _on
b dy = ') &x = £(/3) - 0,02.
S¢ halla la derivada de y = In(x + VI + ¥) enx = VE:
CRRIEEY 1 (“ 2
x Ve T+ Wiew

L ViEEaex

VTR View  Vie®

) = = = b~ L (considerando e signo positivo de VA).
Vivs V&2

o
7

'
Por tanto, dy = - 0,02 001

Calcular en cuinto aumenta el rea de un circulo de radio 7 m, s el adio aumenta 1 mm.
(Sugerencia: Calcular Ia diferencial del drea.)

del circulo, para una variacion i
S B B e e bt o A 5t ah:

Sea A = la funcién que expresa el drea del circulo, siendo  su radio.

Diferenciando respecto a , se tiene dA = 2a1 - dr.
El aumento del drea del crculo ¢s dA = 2+ 7000 - | = 14000 = 43982 mnr’.

. Hallar en cudnto aumenta el volumen de una esfera de radio 4 dim, i su radio aumenta 0,01 mm.

Se considera la variacion igual a la

a0 o s st
R R PR —

Diferenciando respecto a , se deduce dV = 4xr* - dr.
El aumento del volumen de la esfera es dV = 4x - 400° - 0,01

6400x ~ 20106 mm’.

e considera 1a variacion igual a la diferencal (del drea o del volumen) del cubo.



2.

) a funcién A = 6%, i e A= da

El aumento del drea del cubo es dA = 12+ 250 - 0,02 = 60 mnr’.

2) Diferenciando respecto de a la funcién V. = a’, que expresa ¢l volumen del cubo, se obtienes
av = 3 da,

El aumento del volumen del cubo s dV = 3 250° - 0,02 = 3750 m’.

. para ax = 0,3

Calcular ay — dy para la funcién y

(Propuesto en la Univ. de Leon.)

0 ay = t0cs a0 - 1 = (2000 vt - 25 ] - (203

- NS T SO S S
B T AT I

ay

VPRV PUEY (PP S

Por tanio, &y — dy = - Ax + 20% - S _ax - ax + 2 < 240,
2 2

Es decir, A — dy no depende del valor de x; s6lo depende del valor de Ax.

Por tanto, para Ax = 0,3, &y ~ dy = 2+ 0,3 = 2-0,09 = 0,18,

‘Sefalar en qué puntos son discontinuas las siguientes funciones ¢ indicar el tipo de discontinuidad:

@y=

9y =tex
Py

Una funcion y = £(x) es continus en un punto x = x, s se cumplen las condiciones siguicntes:
1) Existe el valor £(x,) de Ia funcion para x = . es decir, Ia funcidn estd definida en x = x,.

) La funcion tiene limite cuando x tiende a x;; es decir, existe el lim (x).

5 ol o o 16 6 G b L I (G0 5, i (00 % 16

s cxidne e 1 crsconinprespon | umplnicno s dosprimeras: por o, na
i 5 0 ot o i .=, I, 10

‘Una funcidn ¥ = (x) es continua en un intervalo si 10 es en cada uno de los puntos del intervalo.

un puntox =

Si una funcion y.
discontinuidad.




Los tipos de discontinuidad que se presentan sor

y A yalor ((6)
dela funcidn en el punto x = 0 10 existe 0 10 coincide con el valor del imite; es decir,  im
1) # 100, A

Est o de discontinuidad e llam eviable poraue o s s, e lgar d a uncion y = 1(9), s¢
considera ot funcén y = + 1) cyo alor () en clpunto x = , sl vlor e it d Ja
funcién'y = (0 cuand ;

) e e 5 e, W )= U 16 = 000

2 Di i = () cvando x
S e e pehplrimetet ot b L ek
¥ = 16) Sando x tinde 3 x) s e, rm: tin m;

= 0

1 .
‘cuando x tende a x, o ninguno e fos dos.
Apmm los conceptos anteiores, se tiene:

" o B S Bl S 0.8 e o e e

Para averiguar el tpo de discontinuidad se calcula e limite de y = £(x) cuando x tiende a 1:

lim
X1
L i ~ 1. Descom-
poniendo en factores el numerador aplicando la regls de Ruffini,resulta:
G- ax-D)
x-1

lim
x=1
Bl verdadero valor de la funcién en x = 1 esy = 0.

lin (4 x-2=i41-220
X1

Portanto,en x = 1 exise una discontinuidad eviable s s considera a funcion 1*(x)
al que:
lim @ = lm ) = f2(1) = 0.
X1 a1

Nota: Se puede calcular e limite de y = £(x) cuando x tiende a 1 hallando los limites ateraes:

1) Limite por a izquierda:

- -3
i—o-1

= lim (€-3%) =0,
=

2) Limite por la derecha:

Qe -30+9+2

i a+e-1

X

lim (€ + 36 = 0.
€0




b Alser i iscont
pues, Ia funcién es discontinua en los puntos que hacen x* —

0= m=-ln=

e calculan los imites laterales de y = [(x) cuando x tiende a ~1 y 1
* Limite cuando x tiende a

1) Limite por I izquierda:

YY)
Py

sl 2
o E

i AL Heatr
X1 Tl -1

2-4c 66 -ae v €

P Ty
* Limite cuando x tende a 1:
1) Limite por I izquierda:
i EL g et
xo1 Mol emg G-t

2-4e+ 6640+ €
Ty

=
2) Limite por la derechas

im L gy Ul
P T R ]

2rdesbelidd v 2
i 2rierserder e 2.
e~o %€ +0
Lyt e o il s W il o e il
o v o e Dt Gl Escomioldades 1 epi

En ambas discontinuidades hay un usalo infiniton.

) Enla figura adjunta est representada Ia fun-
ciony = 1g x en el intervalo (-x, 2%).

Bt foncin s dcontin o s s
que los valores de x
i

2

ecir, e discontinua en x, = (2K +
para todo valor entero de K(vk € 2).
Los limites lateraes dey
de a dichos valores x, son:

fgx cuando x ien-




1) Limite por Ia izquierd:

2) Limite por la derech:
lim g
xx

Enx = xa funcony = (¢ x s divegente (1 ten i por I uirde o or i deschn)
des

¥, por consiguicnte, en es0s puntos cxisten discontin egunda especi

En todas esas discontinuidades hay un asalto infiniton.

Doty vk 1 Joumruie ot QA TR Q30 o i X N
>0 > 1. Su dominio de definicion es dom. () = (1,

Es funcion continua en todos los puntos de su dominio de definicidn.

Los limites laterales de y

In (x ~ 1) cuando x tiende a 1 (posible punto de discontinuidad) son:
1) Limite por Ia izquierda:

lim_Inx — 1)
x=-

lim {1 - ©) ~ 1
-0

lim In(-€) = no existe.
e~0
2) Limite por la derccha:

lim W= 1) = lim {0+ € 1] = lim Ine——o.
x=1° e-o

Enx = 11a funci ene limite ni por i por la d
modo, se puede considerar en dicho punto una discontinuidad de segunda espece.

) AL ser una funcion logariimica,esd definida para (odos los valores de x que hacen 21

mo un e numerador
gativos, Ia inccuaci6n equivale a uno de los dos sistemas siguicnis

(x-1>0
Dixri>

x-1<0,
: Dlxsi<o

La solucion de la inecuacion es, pues, la unién de las soluciones de ambos sistemas.
. 4 ;

La solucion es (1, + o) N (=1, +) = (I, +20).

Solucidn del sistema 2):

e resuelvecada inecuncion: (371 50+ (21 (R

(x -
[x+1<0 x< -l (oo =1).

La solucion e (~oo, 1) N (2, 1) = (==, ~1).

Solucidn de la inecuacidn:

La solucion es (o, —1) U (1, + ).

El dominio de definicidn de Ia funcidn es, pucs, dom. () = (e, —1) U (1, + ).

Es funcion continua en todos los puntos de su dominio de definicion.



Los limites lateraes de y = () cuando x tende a =1 y a1, son:
* Limite cuando x iende a —1:

1) Limite por la izquierda:
-1 cl-g-1

m e gm w9 L

i P A
- im w2
o €

2) Limite por la derecha:
lim
X1

* Limite cuando x tiende a 1+

ol
EEErs

1) Limite por I izquierda:

ase-1
i lim w01
X1 Tt a=e 1
2 Linite por la derecha
x-1 are-1
tm w2t oW = tim It
[Ros e T Ry Sl (T E T Iy |
Enx = <1y = 1a funcio i
¥, en cierto modo, s¢ idera en dichos
13, Estudiar I continuidad de las siguientes funciones:

@y =erenx =0,

4 cuando x tiende a cero:

P ———
B ——
S L A
2 e o i
ws

B o iy s e
En csa diconinidad hay n o ifinon,

b7 Se bl os i s de = 109 cuando  teade  ceo:
T —

1Sy,
o g i



2) Limite por la derecha:

i Ay LZERD e LT o=
B R I L B L )

para resolver a indeterminacién se dividen el numerador y el denominador por ¢

ot

lim L= S
xm0r 146 DT*'
¢

Enx = 0la fu
de ambos limites; por i
En esa discontinuidad hay un salto finio» de 1 — (1) = 2 unidades.

incidn tiene limite por 1 izquierda y por la derecha, pero no coinciden los valores
por tanto, en dicho punto exste una discontinuidad de primera especic.

14, Estudiar la continuidad de y = x — E ]
(Nota: Por E [x] se designa Ia «parte entera de x», esto e, el mayor entero menor o igual que X
(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)

~ Elx) en el intervalo [-3,3].

En la igura siguiente estd representada la funcidn y

y

Ls fncén e atida pre todo vl el d . S domialo e defldt o, o st
dom. () @),
Esta funcién es discontinua en los puntos en los que los valores de x son nimeros enteros. Es decir,
es discontinua en , € Z.

e a dichos valores x, son:
2) Limite por la derecha:
tn 6Bt

~ Elx] cuando x

Los limites lateraes de

1) Limite por la izquierda;

lim (= [
X

~ E[x)tien limite por la izquierda y por la derccha, pero no coinciden
dichos

Enx = x,la funcién y
consiguiente, en

los
especie.

En todas esas discontinuidades hay un csalto fniton de 1~ 0 = 1 unidad.

Por tanto, la funcién s continua en (0dos sus puntos [intervalo (~2o, + e)] except en los puntos.




15, Estudiar la continuidad y derivabilidad de fas siguientes funciones:
@ 00 =% = x| 2
(Propuesto en la Unis. de Valladolid,)

'
b =

) 10 = T

(Propuesto en la Univ. Auténoma de Madrid.)

+ x<0;
© 0 = | x -2 paraxe (0, 4]
Xt~ 4, parax > 4.

(Propuesto en la Univ. de Oviedo.)
'

xosen— six# 0

o 10- [ :
osix -0

(Propussto en la Univ de Santander.)

o Enda Tgus dfnts e rercscrade b o
= x| + 2, que equivale a la

il
X4xt2six<0,

0= | Zix-0
ox+2six>0

*/Conw dos Suslonr gy 1 < S g

. Ia funcién £(x) es

continua en todos. m puntos de los interva-
s (~, 0) y )

‘Queda por determinar i a funcion 1(x) es

culn s e In:rxl:s dela funcién cuan-
x e

1) Limite por a izquierda: 2) Limite por la derecha:
lim x4k =2 lim (- x+2) =2
X0~ ~or

laf

Al ser iguales los limites por a izquierda y por

Por tanto, la funcién £(x) es continua en todos sus puntos fintervalo (~e, +20)].

* LA foncion 0 Qv sk o ok g < D700 = 22 5 Wy enlon e
nl

x> 000 =

- 0.pe

por determinar i i
e rales de 1 fuciom uando  ende 8 cror
) Derivada por la derecha:
PO =201 =L

1) Derivada por Ia izquierda
PO =2:041

Enx = 0la funcion £(x tiene derivada por la izquierda y por Ia derechs
valores de ambas; por tanto, en dicho punto Ja funcién £(x) no admite derivada.

ble en todos sus puntos salvo en ¢l punto X = 0.

Es decir, la funcidn £(x) es deri

pero no coinciden los



Enla figura adjunta st representada a funcion

1) = 5y aue cauivale aa funcién:

e | L

T
« Comolas dos f <0yparax > todos los
D fon iclinales s omt g

en todos los puntos d los intervalos (~ce, 0)y 0, + ).

Para determinar s -

cion cundo x tende a cero

1) Limite por a izquierda: 2) Limite por Ia derecha:

! tm
B s

Por tanto, Ia funcién £(x) es continua en todos sus puntos lintervalo (e, + )]

© Lo 1 ol o s o o g <00 = 7
.
a L a+x
cién cuando x tiende a cero: -
1 et por E——
v el t P
= [ e a4+ 0P 1
T —
ot

o 1 oo 1y e it dead

Esdei, it () ol todos
Sus puntos excepto en e pur

) Enla figuraadjuna et representada I funcién:

=, 00,9y 6,



.. ¥
de a funcién cuando x tiende a cero y cuando x tiende a 4

—Limite cuando x tiende a cero:

1) Limite por Ia izquierda 2) Limite por la derecha:
lim (+42) = 2. lim (x=2) = -2.
x-0- x=0°

—Limite cuando x tiende a 4:
1) Limite por Ia izquierda: 2) Limite por la derecha:
H=16-4

lim

lim x-2)=4-
x4 x4t

Enx = 0yx = 4la funcién {(x) tiene limite por Ia zquierda y por a derecha, pero en ninguno
e ko dos puntos ot 10 Vloes G ibos N, ot a o s pusto et
widades de primera especie.

s diconnidad sy un callo itonde 2 — (-2) = 4 aidude y en s,
idades.

Enla prim
- e

Ast pues, la funcion 2 Tos

puntos x = 0y x = 4

* La funcion 10 drvable en todos los punios <0 los que x < 01 ) = 0l en os que
XA = lyenlosquex >4 () = 24

oyx
de la funcién cuando x tiende a cero y cuando x tiende a

—Derivada cuando x tiende a cero:

1) Derivada por la izquierda: 2) Derivada por la derecha:
O = 0. [N
—Derivada cuando x tiende a 4:
1) Derivada por la izquierda: 2) Derivada por la derecha:
@ =1 @ =2-4=8
Enx = 0yx = 4l zay . pero en ningu-
no de | los valores de ambas; por consiguiente, a fun-

ci6n £(3) no admite derivada.
Asf pues, Ia funcién £(x) es derivable en todos sus puntos salvo en los puntos x = 0y x = 4.

@ + El pos dela frac-
. B oy s e o

I
cién cuando x tiende a cero:

1) Limite por la izquierda: 2) Limice por la derecha:
im st 0 lim X sen - = 0
x-0- X X0 x
Ambos limit L

o
dido eatre +1y -1y al muliplcaro por <, qut iende & cro cuando x tende  cro,reuli
que ¢l producto tambin tiende a cero.

21



Por tanto, Ia funcidn £(x) es continua en todos sus puntos (intervalo (e, + )]
+ La derivada de la funcidn e

'

) =2 xn;‘x’ 3 ! !

S)re e oy

T
.
doenl
¥ x 1
om0zt T,
x=0 x=0 o x=0 o
: .
st s :

Enx = 01la funcidn (1) admite derivada.
Es decir, I funcion f(x) es derivabe en todos sus puntos.

e i e T S ot st | procto vl

Ao de St prs aenc o o d 1 dads b oncOn e pt.

1. Indicar

16, Probar que Ia funcion 1) = =~
uidad se presenta en dicho punto.

(Propuesto en a Univ. de La Laguna.)

pe
E valor de la foncién £(5) para x = 1 es: (1) = —————
alor e () parax = 165 £1) = == =

= 1; por tanto, no s con-

tinua en dicho punto.

Para estudiar

” Datn
ACEICETTT)

lim =
X1 B8
x4 1t 2 1

Fixe8 Palis 10

'

E verdadero valor de la funcion en x = 1 s £(1)




Portanto, enx = 1
al que:

im0 = im0 = ) = -
=1 )

funci ' i
quierda y por la derecha. Se procederia de forma similar # Ia seguida en ¢l apartado o) del jerccio

Hallar Tas derivadas y as diferencales n-dsimas de las siguentes funciones:
@y =

By = cos dx

il ey Es

a diferencial n-ésima.

@y =2 o2yt = desendx W0 = fecos2g ¥ = 16 s ¥

s derivadas sucesivas antriores e pueden escibi:

¥

N 0 v

sarmsm{ar ol worsmaenia

:

Por tanto, Ia derivada n-sima es ¥ = 2+ sen (u -2 .]v

L difrencil s sy = 2 -en 25+ 5+ o
By = —4sendx y" = <16 cosdx 30 = 64-sendxi y¢ = 256 - cos dx;

W= 10 sendx;

Teniendo en cuenta, como en el apartado precedente, la adecuadas relaciones ente las razones
angulos, las antriores derivad ibic:

yetombnson(ses Loa) v

AT,

P

6= 102 b5 = o004 5 .):



Por ant, I drvada nésima sy = & -cos 45+ 5 ¢

e i = s b+ 1) 0

- L
G«

Wy

Se observa que:

L ~ylas forma

general por (1)

+sahto 0 o gue st o s on smrados o 2
22 =22 = 2.3t pan -

H mlmnllmnnmndmﬁx:(xw:swwl ot
. - 13, para
paran = 35, para ot e Cyroaenfrma e 30 2 5 1
o s por 5 4 7
1w
A pues, ln dervada mdsima e y = oty —2 0
= po e
a diferencia i s vy = (-1 - —2 0. e
L dfrncial i .8 = -1
2 B 0-2
By - - i e
Yy T [(EE3 w
o MEWED | B33 -2y Biaid
N -2 -2 - -
o SUZD A P2k
-0 o
Se bserva que

« Todas ls derivadas tenen signo +.
* Los numeradores son 2+ 1 = 2+ 11, para n

$.2.3-4=2 -4l paran =

2.3= 231, par en general s nume-
radores se expresan por 2°

i i -2, 3, para
4,paran = 3 5, paran los exponentes se expresan en general por (n + 1)y

1as potencias por (1 = 207 * .

Zo

-zt

Por wnto, I derivada n-ésima es ¥° =

La diferenial n-sima es 'y = "




-1
STy

Descomponer en suma de fracciones simples.)

18, Halar la derivada n-ésima de y =

(Sugerenc
‘Se descompone el denominador de la funcién en factores, x! — 3x + 2 = (x = 2) (x = 1),y se trans-
Torma 1 Tencionen suma d fraccionts simp
I .

P e Y CEETE

-1
¥omiz o x

Identificando los respectivos coeficientes de los numeradores de las fracciones primera y dltima, se
biiene:

. 2 :
R i e
=120 ll*Zvl (0 = 2 ¥
- CED T AT
PO TV 15T 214x—n’ [3\23*1-:-24
w-2 o eo
[PRRETTES TS PPV'ES I PVS 6 PPV N PYUS TEYPING CIREEE TN

x-2° - -2 «-1

Se observa que:

al por (-1)°.

o €t e, s 3.1

1y2:1=2- 1t para
2d=3ayidiadng:

.t i I
vad “2yix- 1),
ara n = 24, paran s expanenes s xpresan en geneal po 0 + 1)y ls potencias,
respectivamente, por (x — 2" 'y por (x — 1"~

3w 2
Asipues, Ia dervada ndsima s ¥ = (-1 [7 +
pues, a derivada R e R

. Como aplicacion del ejercicio resuelto 3, halar la derivada n-isima de las funciones:
@ y=cx by =xen 9 y=csax
El ejercic la deri i 8
al menos, 0 veces.




nido en dicho ejercicio es:

1 = Y L VI L) FPA

leul nda, ..y
Ia férmula anteror, que es Ia llamada férmula de Leibniz.
@ Enestecason = ey v = ¥

La derivada nesima dey = u - v s

s (T)ene (Deras (et (), Joror (2)en

Como a pardr del uarto sumando todos los sumandos son nulos, queda:

e (T)ene(3)en

La derivada nesima de y

s (0 e .(njz),,_,ﬂ iy,

o(yn ) (D)0
Como s primerossumandos son o, queds:

TN P ) PP

R

© Enestecason = ¢ty y = senx,

-

S

= msenx; W e cosx W= senx W= cosn

o, las derivadas sucesivas anteriores se pucden escribir:

T

)

R

e nx s (x e 3or)s

C R

v osm(xs Eor)



2.

o b i e o (4 2 .

La derivada nésima de y = u - ves:

rimns (3o rmmfrrde) s

el

e (2o m(x e 2oe).

Hallar 1a derivada vigésima cuarta de y = a - sen bx.
(Propuesto en la Univ. Autonoma de Madrid.)

Se calcula Ta expresion de la derivada n-sima y se sustituye n por 24,
"= abrcosby y* = -ablsenbx; ¥ w ab - cos bx;

= abtosenbr; ¥ = ab' - cos by;

anteriores derivadas sucesivas se pueden escib

.
SRR R

; =t sen (e s 2w
S

ot = a0 s b+ 20

SO (T

¥4 = abt - sen by 3

SR

P b s+ 1)

gt i o 9 = s ¢ ) < s+ 2 <.
= ab™ - sen bx.

. Obincry ¢y en iptbola X~ % - 1.

v
Dervando reseco  x o dos miembros de -~ -~ 1 0,5 e
n o s _w » '
= IR PP A S
o b @ v L] 3 [ L2




Derivando de nuevo respecto a x los dos miembros de Ia igualdad (1), resulta:

b
O wpew g ® 1 WY e
] 3 al 3 @ ay v
SR R e A
De la ecuacion de la hipérbola se deduce que bx* — a®y* = a’b% sustituyendo en (111), se obtiene:
. Bead
aly’

cjerc

a2
22, Calelar a funcin difrencalprimers de X + %~ 1.
" Ea

e wiliza en este ejrcicio el método sugerido en 1a nota el ejecicio anterior.

S0 b ad - b~ e e bR

La funcién diferencial primera es dy = y* - dx = —

23, Demostrar que s curvas ¢* cos y = ¢ cos by e sen y = ¢ sen b se cortan ortogonalmente

(Propuesto en la Univ. de Sevila.)

hallar el

ambas:

ecosh

ecosy = etcosb on L8
cosy

Gseny = esenb senbi gy =tgh = y=

ecosh
Gosb

Susituyendo en la primera ccuacion el valor de y, s tiene: ¢ T —

Las curvas se cortan en el punto P(a, b).



Derivando las dos funciones, se deduce:

e oos 1
ecosy -y seny =0 =y L - cogy = —— = 1'(x,
eseny wy
eseny
Cseny +eyicosy =0 =y = - ‘(9.
¥+ eyoosy ¥ ey T ST EEED,

Angulo o que forman s curvas en e punto P(a, b):

Se hallan los respeci
1a formula que da el valor de 1 vp:

@ b) = cogd

£
e ran

[T T )
(R L]

woel 1wy
ST - 0 ‘

Como 1§ p — e, vy = 90°, o que indica que las curvas se cortan ortogonalmente en cl punto P.

A misma conlusén s llga obserando qu /s ) &/ (%, ). ue 0 s pedictcs e s

respectivas rectas tangentes a 1as curvas en su punto de interseccion P(s, b), cumplen Ia relacion
'

———L— que es a condicion para que dos rectas sean perpendiculares.
oo P perper

b

' ' '
En efectos £/, 0) = o = = —hm = -l
o@D S Gy T T Ty T T w e



TEMA III-2.1. Propiedades de

las funciones
derivables
Ejercicios resueltos
1, e B R A N o
(Propueto ent . de Valdolid,)

e forma Ia funcidn £(x) = X' — x - sen x — cos x.

Como F (%) = 2x = senx — x - cosx + senx = X (2 — cos )y dado que (2 — cos ) essiempre
positivo, se tiene:

7(8) s decreciente si x < 0y F(3) es creciente si x > 0.

pevx = ()= () (5

Pans = 10 =~ 0m0 —cn0 = -1 <0,
L3 x £ _x x
SV S S

LRI 1] [ ————

o et B, o an 2,0 en o e )

‘ademis e inico por ser £(x) decrecente en el refrido intervalo.

Por tanto, x

. es una solucién de a ecuacion dada,

Asing camitopric cmprbu e e cye (0,5
S o 1) e 4

en el que f(c)

0y que

Por tanto, x = ¢ e otra solucién de a ccuacion dada,

En consecuencia, la ecuacion tiene dos unicas soluciones

Sean f(x) = 3x* = 26 — X' + 1y g(x) = 4x' — 3¥'  2x. Comprobar que no existe ningin punto
-0 _ o
=0 €O

(0, 1) en el que se cumple: » explicar la aparente contradiccidn con el
teorema de Cauchy.

(Propuesto en la Univ. Politénica de Madrid,)
f [RE Rt} B =4-3-2=-1 gO=0
P =120 - 60 - 26 gl = 12— 6x— 2

Sustituyendor
) = 1)
50— 30
Por consguiente, si cumpliera ¢ teorema de Cauchy, t = 0; pero comot = 0 & (0, 1) (s ntervalo

abierto y no contiene a los extremos), nio s cumple ¢ teorema de Cauchy.

PP U n_wr-e-y
) mE-e-2 | 2e-6-2




-2 m 0 6o =0 x s 22 Lo

om0 0,725... € (0, 1), no se cumple a condicién del teorema de Cauchy de que () y ) no s¢
anulen simultineamente en ningin punto del intervalo.

3. Six > 0, demastrar quex > fafx + 1) >
(Propuesto en o Unis. de Sevilla)
Se forma a funcién £(x) = x — Inx + 1).

£ = 1 = T = T > 0. poraue por bipbtss > 0.

Por anto, [(x) es creciente; ademds, para x = 0 (0) = 0 — In 1 = 0; por consiguiente:
1) > 03 s decir:x — Ingx + 1) > 0 x > Ingx + 1), parax > 0.

Andlogamente i se considera la funién §(3) = Intx + 1) = <+

R ] ). 8 que x > 0 por ¢l enunciado.
T e T e U

Por tanto, 8(x) e crecente; ademis, para x = 0 = g(0) = 0; por consiguente:

§00 > 05 e dcis Inx + 1) = 57 > 0+ Intx + 1)

4. Hallr lim [(x = 1) In (x = ).
X1

(Propuesto en la Univ. de Santigo.)

(6= D= ) =t 2D
1 =1

S, Hallar lim _(cos x)"™.
X0

(Propueso en la Univ. de Ledn.)

‘Tomando logaritmos neperianos en A = lim_(cos x)"™, resulta:
x+0

A = Inf lim @osx/] = i [inos ")
x=0 X0

I e I T a

—cos0
2 cs0-20 50

Portantos o A =

A= lim (@os) =
0



6. Hallr lim x",

‘Tomando logaritmos neperianos en A = lim X', resula:

<l = i o -t (L) < i

Por consiguiente: In A =0 = A = lm X% = &= |

Solucién de los ejercicios propuestos

. Hiallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las funciones:

— 9%+ 20x — 16,

ez

Se bl dervad de cud fumcén e clel o pnton s, que o o0 putos e ok aue
" (3 no existe 1

Se estudia el signo de £ () en a icos enIa recta real

(%) es posiiva, Ia funcion es creciente; s £ (x) s negativa, Ia funcidn es decreciente.

@y = 30— 1B+ 26 = 300 - 6x + B

636 622
PO - NG 48a0 = x =
¥ Ga8=0 5 3
Son puntos criticos los de abscisas 2y 4.
dia el signo de y’ 12,2, 9y6, + P
erticos
La funci Dy 6, 9.

Nw-nror

0= 330 = H@-D=0 = ¥o1-0 = ¥ =1 = x =l

Los valores que anulan el denominador de y* son puntos de discontinuidad de la funcién y':

& 5 pasa resoler Ia ecuacién se descompone ¢l polino-
B i R oA regla de Ruffini:

x =D x=2)

M- D =0 = =Ly 2



 ylos puntos

Por
dey’) los de abscisas 2,1y 1.
el signo de y” en los intervalos (-2, ~2), (-2, ~1), (-1, )y (1, + ), determinados
por los puntos crticos:

L 22, (2, =Dy 0,
valo (-1, 1)

2. Hallr los misximos  minimos relaivos de las funciones:

@y = e - 62—
py=W-mrz

© ¥ = (= D' (x + 27, después de haber e
@y - - b

iado los intervalos de crecimicato.

xenlosque

3 " =0,
sufiiente) para la existenca de extremos relativos.

terio de a segunda derivada.

e i o e o e e i

i

0y = 10 2@k
R ———

e s o res sin & e Rt

GHDG-D6E-2)
B R A S
1, (1,1, 01,2)y @, +o0), determinados por

B2 o+ 2= kDO - 34D

Sesuutind o dey o el -,
valores de x que anulan

Lo rsen i
presenta miximo reltivo en x

Para halar las ordenadas de los extremos relaivos e calculan s valores de Ia funcion para los
correspon dex:

enx = —1yx = 2, porquey’ pasa de negativa a positva;
. puesto que y” pasa de positiva & negativi

YD) = 3D = B — 6+ D)~ 1 =3 48— 62— =20
= minimo relaivo en el punto (-1, ~20).



—6+u—1=12

Sy =3l o8P -6 2l m 1=
~+ méximo relativo en el punto (1, 12).
Y@ =32 8P 6 P2l =Gl =T

~ minimo relativo en el punto (2, 7).

Jos resultado dela
v = 366 - 48— 12 = DA~ 4x - D).
e calculan Jos valores de y* para los valores de x que anulan y':
YD) = RBEIR - 4D == 2G4 = 12627250
~+ enx = ~1 hay minimo relativo.
ey =16 P -4 = 120 D e =<0 =

~ enx = I hay méximo res

202-8-1)=12-3=36>0 ~

ey @=10-2-42-1)

=+ enx = 2 hay minimo reltivo.

Ve
~ W o3=0 - 3w

el

Suion o doabis 2 L Por o, s it i e s e
55 0+ 20, deerminados or los untos que anulan 1o puntosde disconti

x| =D | 2
P

Lafy i x = 1, porque y

‘minimo relativo cn x = 1, ya que y pasa de negativa a posiiva.

S¢ I ot d ko e st clolndo o VRS 841 S e o
correspondientes valores de

oy = Yl =36 +

U = T

ysu

i i
L | e

presenta

V342 = V3~ miximo relativo en ol punto (-1, Y4).

+2 =30 ~ minimo relativo en ¢l punto (1, 0).
ion gréfic inimo relativo

Sise
s un punto de pico.

Oy = A= 3 -

(= P+ 2F B D) 4 36— D) = (= 1P 2P (x5

s

L R R BT TR

o s s e s 3, 1.



D —
oot i

——

v [ero [mes [y

(=P 2P 0x + )

a4 + - +

i b 8, {520 4 i

aimean (- $.1).

s

La funcion presenta méximo relativo en x = —

. puesto que y* pasa de positva a negati
X = 1, porque y’ iva a posiiva.

es correspondientes de x:

e RN IO
o(-)- e

L s -

5 1sues

: 18.36).
¥ = (= D'+ 2202720~ minimo relativo en el punto (1, 0).
By =@ ) (xa - BE s 2a - bR

(=@ = B @n 5 1) (- b) + 200 - @)

(6= @ (= B @ x = 200 — b+ 20 — 2na);

¥ = (=@ = B [0+ Dx - @na + 20b + b))

0 = (x— @ (x= B (@4 )x - @na 4 200+ B)] = 0

_Zmatbtb
e T

‘Son puntos ertcos los de abscisas 3, by %,



e (a % b), s pucden presentar fos dos casosque sc estudian a continuacién:
1) Quea sea mayor que b & > 1)

« Al sustitui b por  en ,, s obtiene:
mome

Lt e

Marwa
BT xS

- Alsus

tui a por b en x, resulta:

L2beb b _ b _dmbsb _ Gnsbb
XN XX n v

% R

s decir, s 3 > b, se cumple que b < x < a.

Por tant, s cstudia cl signo de y” ea los intervalos (~oe, ), (5, X, (%, 9) (@, + o), deter-

minados por los puntos critcos:

G-o0" | -t [ @n+Dx-Raasb bl |y
(o 1) + - -~ B
%) B + = =
[ - + v T
@ +=) + + + +

La funci ivoenx = b, porque y”
miimo relativo en x = %, ya que y* pasa de negativa a positiva.

funcin para los
correspondientes valores de x:

SY® = b= b = bR 0R 0
= miximo relativo ¢a ¢l punto (b, 0).

o [BEED b et pm@ebeb g
e e B

= minimo relaivo n el punto b ¥
2) Quea sea menor queb @ < b)
* Al susitir b por & en x, resulas

T Y

B M2ara _dmva_ @+l
s et n Yl

Al sustiuir a por b en x, se obtiene:

o JbtB+b _ nB4b _db+b _ (n+ Db
ST a1 £ v

Es deci,, s < b, se cumple que a < X, < b.



Por tanto, s estudi e signo ey en los imervalos (<o, 2, 3, ), 0, b)y (b, + e, detr-
‘minados por los puntos eiicos:

v [ @ xomaswen | v
o |+ B - »
wn - B p n
o0 P . v B
wm |+ v v B
. x ey’
o i et % - b, porase 3' s de egaia  pos
Seballn Joesdela \
aloescomepondicie de x:
BN ETST RO S TP
ey e ks
= miim relaivo en l puno . 3591
Y A e a0 0
2 inimo relaivo e e punto s,
. Halla los miimosy minimos sbiluosde s funcones e los niervalo que s ndican:
@ yaR-3 20,2
By x -6 - Benll S yen .4l
 Seclcla e exremo rltvo de  funcio:
=320~ x =, valor que pertenece al mervalo [, 2.
£ valo delextemo elativo d  funidn s
3,,.9. 9, 9-mas n-w_ 1
3deral g, 0oeE How, L

En losextremos del intervalo [0, 2 o valores de Ia funcion son:
¥

042 YO =P-3242-4-6+2=0.
Comola inua, en el interalo [0, 2] a 2enx
minimo absoluto ~ + en x = -

O 2
) S hallan los exiremos rlaivos de la funcion:

- 126+ 9

2
. valores que pertenccen  los intervalos [1, 1 y 10, 4).
Los valors de los extremos relaivos de I funcidn son:

“n=d

P 6 R4 9-3-8=27 54427
P69l -8 =




1) En Jos extremos del intervlo [1, ] los valores de Ia funcién son:
R
enelintervalo [1,
3

Com
35 oo sbsoiio 3 n' =

2) En fos exremos delintevalo [0, 4] los valores de Ia funcion son;
YO =0 -6:0°+9-0-8 =8

V) = @ -6 948 = 6196+ 36

Como: en el intervalo 0, 4 al x=1
yenx = 4y su minimo absoluto -8 en x

4. Razonar s la P i

@ 10 =1 x| en -1, 11
(Propuesto en a Univ. de La Laguna.)
B =2+ [x]en 2,1

@ 10 = x| en -1, 1
(Propuesto en a Univ. de Ledn.)

Para que una funcion y = ((x) satsfaga el teorema de Rolle en un intervalo (3, b] debe cumpli las
tres condiciones

n bl

2) Debe ser derivable n el intervalo abierto (3, ).
3) Ha de tomar valores iguales en los extremos del intervalo; s decir, £(@) = 1(5).

Sila fu
puo . erior 1 iervalo (o, B € (o B, e dus I Gesvad e faciom €06 o &
Ia, £°(0) = 0.

En cada caso se analiza i Ia respectiva funcion cumple Ia trs condiciones anterores

iy @ En la figura adjunta estd. lEDf:XEmlﬂl enel
il 1,1 o fnin 16 = 1 1,
e cquival I funei

Taxsix<o,
0= | Lsix'=0,
[

1 L ticen o coeun e < 0 5 > 0 desmons o = O3
los limites laterales de (x) cuando x tiende &

« Limite por Ia izquierda: * Limite por Ia derecha:
im0 L lim (=9 -1
X0 X0

Como ambos limites son iguales, a funcién £(<) es continua en x = 0.

Por tanto, Ia funcién () s continua en el ntervalo cerrado |1, 1],



9 L fnien [ datableenx < O/ = 1y x> 01
aale

- determinar si

o 8 ol Mo Ak 2 £ s e
« Derivada por I izquierda: * Derivada por la derecha:
O =1 o =

Al ser distintas ambas derivadas, la funcion () no ¢s derivable en x = 0.

Por tnto, la funcién i i 0. b
enx =0,

3) Los valores de la funcién £(x) en lo extremos del intervalo son:

=

SlrEn=0 m=1-

Asi pues, la funcién £(x) toma valores iguales en los extremos delintervalo, f(~1) = £(1).

Como la funcidn f(x) no cumple Ia condicion 2), no satistace el teorema de Rolle.

) Enla figus adjunia et eprseniada, en l
ineral -2, 1. funcén (69 = 2+ 1.
que equivale 3 Ia fun

=

1) La funcin (69 o coninua en < 0 enx > 0 parsdeterminr s o s e x = Ot hllan
o s acras g 1 Guando  Gende et

* Limite por Ia izquierda: * Limite por la derec

Jm @-n-2 lim @ +M=2
X0

Al ser iguales ambos limites, Ia funcidn £(x) es continua en x = 0.
Es decir, la funcion (s es continua en el ntervalo cerrado (-2, 1]

L fnion 1) detablenx < 01 = ~1}yen x> 01" = 1 pars desmioar s
enx = 0 se calculan las derivadas laterales de f(x) cuando x tiende
* Derivada por Ia izquierda: « Derivada por la derecha:
o= (208

disintas, Ia funcidn x=0.

enx =0,
La funcién (x) no satsface el teorema de Rolle, porque no cumple Ia condicion 2).

Nota: Tampoco cumple la condicion 3), ya que (=2

—(D=4e241=3=10)

39



En la figura adjunta estd representada, en ¢l
intevalo -1, 1], Ia fncién ) = [x], que
cquivale a a funcie

)

1) La funcion () es continua en x < 0.y en x > 0; para detcrminar siJo ¢ en x = 0 se hallan
los limites laterales de f(x) cuando x tiende a cero:

« Limite por I izquierda: « Limite por la derecha:
lim () = 0. lim
X0 x=0

Como son iguales ambos limits, Ia funcién f(x) es continua en
Asi pues, 1a funcidn () es continua en el intervalo cerrado (-1, 1]

2) La funcién £(x) es derivable enx < O[f"(x) = 1]y en x > O[f"(x) = 1]; para determinar si
es derivable en x = 0 se caleulan las derivadas laterales de 1(x) cuando x tiende a cero:

* Derivada por la izquierda:  Derivada por la derecha:
O = -1 o -1

Alno ser iguales ambas derivadas, Ia funcion (x) no es derivable en x = 0.

Portan 0.
o,

Como la funcidn £(x) no cumple 1a condicion 2), no satisface ¢l teorema de Rolle.

Nota: La funcién £(x) si cumple 1a condicion 3), porque f(=1) = = (-1) = 1 = f(1).

xs

. oVerificala f ™
‘obtener el valor de 6.

(Propuesto en la Univ. de Granada.)

4 iony = ) pli
1as dos condiciones siguientes:
1) Ha de ser continua en ¢l . bl, pertencciente al deta
2) Debe ser derivable en el intervalo abierto (3, b)-
Sila funcidn ple el teorema de L 1 menos
un punto ,inteior al intervalo (3, b). t € (3, b), en ¢l que e verifca [(®) — £@ = (b — #) - £ (1)
Se analiza si Ia funcidn g(x) cumple las dos condiciones anteriores.
1) La funcion g(x) = 2x + sen ito) de R, o

bién son continuas en todo R las funciones g,(X) = 2¢ ¥ g:(x) = sen x.

? Latuniong) - €RIE’ (9 = 2 + cosxl; portanto,

e o ol el e (i d .

‘Como la funcion g(x) cumple las dos condiciones, verifica el teorema de Lagrange.



* Haciendol = 4 4 b como € (&), e e = 2 4 05Gara0 < 0 < )y o fomia de

Larange paa In uncin 30 5¢
B8+ ) = 8@+ hog'(a 4 Oh).
Sustituyendo g(a + h), @) y ¢'(a + 01) en Ia férmula anterior, se obtiene:

24+ sen(a+h) = 2+ sena b2+ cosa + O]
Simplificando, queda:
sen(@ + b) = sena + h-cos(a + o).

Despejando cos(a + 6h) y, después, a + o, resuta:

costa + gy - @0 —sena
3@ + o) = 5

sente +b) — sena
& :

Despejando el coeficiente 8, se deduce:

6. gsatisfacen las funciones 1) a3y sl = =T+ 20— S s condiciones ¢
o1, 7 lor de 1.

+ Paraque dos unsons , = 109 3, = () sifagan l torema e Cauchy en w irvalo
o b deben cumpi as cvnro condicones suienes

bl

)
nios de definicion

2) Las dos deben ser derivables en el intervalo abierto (3, b).

3) Las deri b

0
8@ # 50).
Silas funciones
i e 5 ks 1 o 1 et o 0+ & o e o g e
=@ _ 1o
FCET T

Se anliza si la funciones £(x) y ¢(x) cumplen las condiciones anteriores.

1) Com son funciones polingmi

B L facees 057 00 ko dehables ') = .= 25160 = 36 - s 0 2 el
intervalo (-1,

. 106y 8 son continuas en el intervlo 1, 1],

3) Los puntos que anulan las derivadas de las funciones (3) (5 son:
F@e2-220 » x=1

PP |EX = NN

Por tanto, las derivadas de ambas funciones no s anulan simulidneamente en ¢l intervalo
(=1, 1) En realidad 10 sc anulan en dicho intervalo.)

4) Los valores de Ia funcién ¢(x) en los exremos del inervalo son;
BED = () =T+ 0 -5 = 3 g =P -7 842001




B dei, o vl de I uncon ¢ e s estcros de vl -1, 1 on i,
)

8D =

Como las funciones £(x) y 8(¢) cumplen las condiciones, satisfacen el teorema de Cauchy.
iica £ ro

» Existe al menos un punto t € (-1, 1) en el que se verfic =La.

Existe al PUno L€ (-1, 1) en el quese verifca (=g T = 7

801) = 9y g(-1) = -3, resula:

Sustituyendo (1)

2-6 n-2 . —
2ot Ry - e @
5 :VBTE o aT
T T X
oSy - . 13 or tanto, s
e el valor de t edido.
7. Six > 0, demostrar que:
estho esiemuew >+ 4nha .

Basindose en las desigualdades anteriores probar que:

shaia L1
& P n
(Propuestoen o Uni. de Valadolid,)

1) Se considera la funcién £(x)

'
o dervada e 1) = & + —L—
rid G (Exa

sele aplica cl teorema de Lagrange en el intervalo [0, x]. Teniendo en cuenta que a = 0, b
b= xy 1) = 0, resulta:

xo[er ,m].
La expresion e gualdad

porque los dos fact s

Es decir:

>Tax
2) Se considera a funcion g

€ =1+ In(l + 0], cuya derivada es 8 () = ¢ —

Alser funcién continua en el intervalo cerrado (0, X y derivable en el intervalo abierto (0, ), s¢
d 0b=xh=

¥8(0) = 0, sc obtienc:

e s (o).

Enela

: por tanto, el segundo

x> 0. Se deduce,
primer miembro

B

22 Iualdad o minuendo & mayor Qb o sustracndo. Es decir

@514+,



3) Se considera la funcion m(x) =  — [1 + (1 + %)+ In(1 + )], cuya derivada &5

w = e[+ x 40+

L Je-tna el

sele aplica el teorema de Lagrange en e intervalo 0, ). Teniendo en cuenta que a = 0, b
Xy m0) = 0, resula:
St 40 I 9] = X [ T+ ).

— 11410+ > 0 por tanto,
i i va que bx > 0.

bro de Ia gualdad el minuendo es mayor que el sustraendo. Es decir:
@514 0400+,

4 Se ha demostrado en el apartado 1) que & >

i %> 0. Sustyendo suesivamente en

i L, icnen
anpuaidades s

" '
Tria EE Ty
Sumando miembeo i

@>

! I
T iy
bro s desigualdadesantriore, esla:

'

AP TC Y N
Gadsareises il L

3 IEa
Ahora bien, como & > 1, se cumple a siguiente desigualdad:
ddeesdrd Lol ae

B B S B
Por tanto, se deduc quc:

P © 1
3

L Lot
DR

nos de una progresion ariumétia de diferencia (o razén) 1a unidad; por tanio:

142+ +@-D+n=

1en nn s 1)

7 2 7
Finalmente, sc obtenc:

'

wenay L

e 3+

1 Loty Ll
3 A ) n’

Nota: a

ol nimero de términos.

8. Comprobar que 1 ccuaidn 25 = x(semx -+ cos ) + cos x — sen x iene slo dos s
(Propuesto e la Univ. de Valladoli)
Siseconsider a funion (9 = 26— x(senx + c0s2) = cosx + sen 14 ccuacion propuestaequ
valea 19 = 0
Lo dervada de a funcion () es:
1100 = 4x = Gen x + 05 = x(Gosx — senx) + semx + 08 = x4 = (Gosx = sen ).

43



Abora bien, como [cos g L sl $141 = 24 o - senmy o
uvm. derivada 1" mse.m.l. stloenx =
(0

Por tan
ke 1ok do e el
En efeto, como I funcién . =0
Ty g o g =

ey e bt ol s e i
en virtud dl teorema de Rolle.

Como por ato lado setene que f(-1) = 2(1 —sen 1) > 0, (0) =
o "de Bol Jia que a funcién £

SO =i-mn>0
1 al menos en dos valor
(0 = 0 tiene exacta-

Por
‘mente dos raice.
Caleular los siguientes limites:

xmy P-8

3
s una indeterminacion de la forma - apicando I ega de PHopial e tene:

sen ax
10, tim 3
oy Tseabe

Y .

osax _ a-cos0

o S Brem
st T ot T a0

Se trata de un indeerminacén de la forma - aplicando I rega de PHopial, e tene

0
P I e R R
Nt

T S —

osx o sex




¥4

Bom S
Xovoo AVA — dx
de 2, por x',
se obtiene: *
1t oA
i Wiohow
CE— ——
T

i VBT

e omow ame}

N G PR e

conjugada, s tene

[ R e e L S Y S R S N




16 i (R

- i que hace

minos de la expresién dads, s obienc:
PPN T B S (U R

xme O e
P P N [ T O SR

e Vw3 + 7+ e + 14 5
AW e e
N T e

= 30 4 1
x=m V@30 4w s LR

porc, setene:
BNl

Nota: Para hallr Ia diferencia de fos cubos se ha utilizado la igualdad @~ b = (&~ b) @ + 3b + b).

it 1

e ot x+ 2. e s i s, s st

Secacul, por anto, e cndo x iende a5

Se trata en este caso de una indeterminacion de la forma —=—; aplicando la regla de 'Hapital y
haciendo lasoperaciones, se obiene: -




lm X
o o
Sixtente 0 por i s 0, o i s s i, uc oo il

i, & ke v e L O
En est caso es una indeterminacidn de Ia forma ——; splicando Ia regla de I'HGpital y efectuando
las operaciones, se tie:

 BA L g
xsoe ox 00,

[P S ——

i SEUX o henscosx | -2:0:1
x=00 X =0

lim (x- e,

aipon-a, oot 2 an

plicando, pues, I regla de PHopita, sc obtienc:

lim (s 2o m L
X X & xme €

8-
'

ia de I'Hopital, ope ver

rexd 1
xm0 I 3 a0 x°




A im0l
x=0

xien-
deaceropor ), a fanci e, por ant,
l it cuando x ende s 0°.

st o s dtmincdn 450 =, e ¢ sl o g = -

biendo ' en la forma. plicando, pucs, a regla de 'Hopital y simplificando, sc obtiene:

i @l e U B2
x=0° X200 X

tim im
x=0° x-0" 3

2 im0+ sen i
x=0

define el nimero c.

SIA = lim (1 + sen ) es el limite propuesto, su valor es A = ¢,
x=0

‘Tomando logaritmos neperianos en la primera igualdad, resul

mA =i lim (1 +senx = lim Q1+ sen )] =
X0 X
i [L ]nu+m|l]]- 0300
x=olx o X

o
Es una indeterminacion del tipo - aplicando Ia egla de PHOpia, se tiene:

oy ) |, TERE | g oE L
el x Er R o Tsenx ~ T+

Por tanto, lim (1 + sen "
x=0

senx

Notw: Sabiendo ue_lim = 1 (o que implica que lim sen x
5 s e nde o, son s
a e propuesto e e o sn  pr . obienéndone. i
mente el nimero .

=

Se trata de una indeterminacién de la forma o°.

i 5 s doi, cue

1 s puede sustiai en
5 P o deio pedia:

R e TR



Tomando logaritmos neperianos en la primera igualdad, se obtiene:

:
wau] m (
PR

S (e

B una indeterminacién del ipo ——; aplicando la egla d PHOpital y operando, resuta:

WA= lim
x=1

S
x=1 VX

. tim V.
e e i e
SiA= lim VX= lim x“esel limite pedido, su valor es A = €%,

Tomando logaritmos neperianos en a primera igualdad, se tiene:

A= nCin -t Gawn e tm (Lims)= un B2

xme ¥

i an i e g -2 plcaind 1 g de gl
i Lo,

Por tanto, _lim
3 lim
X0

Se trata de una indetermins

de la forma 0.
SiA = lim X es el limite que se busca, su valor s A = €4,
‘Tomando logaritmos neperianos en I primera igualdad, se obiiene:

mA=ln(lim x)= lm (1) = lm (= lim
X0 x=0 x=0 x=0

B unai . aplicando Ia rega de I'Hopital
se deduce:

A=
x=0

Asipues, lim =A==,
x=0



% lim a

24 resuelio anteriormente.
7. lim e
x=0
Es una indeterminacion de la forma C°.
SIA = lm (sen /" es ol imte pedido, su valor es A = €A,
20

Tomando logaritmos neperianos en la

imera igualdad, resuta:

ImA=Inf lim Genx©) = lim [ngsen /e =
X0 x=0

. - lim fex-ngen) = tim 0D
o a0 L
[

'
( sod x )]:,1,,,, sovxtgixoonds
wh oo sean

R

A= tim 22X [m
x=0 L x=ol smx
WX

cosx

ot
A= - i
x=0

== lim (cos x- sen )
senx X0

Esdecir, lim (sen ) = &8 = ¢ =
x=0
B i @ - 0P
X1

Es una indeterminacion de l forma 0%,

SIA= lim [In@ - 0P~ es el limite buscado, su valor es A = ¢4,
x=1

‘Tomando logaritmos neperianos en Ia primera igualdad, s tene:

WA =In(lm (a@-9P-Y= lim (ol Q- P
X1 x=1

-l (- )@ - 9D = tim 20 =NL
a1 a1 &

~i

Resulta una indeterminacion del tipo ———; aplcando la regla de PHOpital y operando, se deduce:

?

Sy e
wa- bo (GEn TR

-0 = i



iones,s¢ obiene:
i 26—

""(-1) [ ma-n',»x

Poranio, lim @ — P = eth =
Pt

Tomando logarkmos nepeianos e 1 primers igualdad, s ien:

Lo (22 o525

N e R

R s ki e b .o 4 e e 1 1< e
Ia regla de I'Hapital y efectuando las operaciones, se obtiene:
=D -G -2 -+l H-N4)
s

A= tm ——&=F XL

¢ 400
WAs fm —EETIEIC o, RIS
e R o [Regie gy

Se deduce as quefn A = 2

N e R

Nota: -




Silim s, =1y lim b, o, sewatadehallr lm (3", indeterminacion del o 17

e, = 1+t 0.

Que lim 3=

EXSEN O R (SHLE

M i w” lim_ 00", o iuldad o da orign  ndeteminacines d s

A o (R T
vk o 1,

e[ (1 1))

-

‘Aplicando este resultado al limite anteior, se obiene:

al-

(&l exponnte de 1a potencia e un indeteminain dl 10—, que s resuche divdiendo l
‘numerador y el denominador por %)

tim - (Va - D).

Comv ln Ga-ni= m ke u"-—m s una indeterminacidn del tipo o - 0 (siem-
e '

e que a ), que s ranforma ot el o - excrbendo x en 1 forma L aplcando

1 el de i)y hckndo s opercoes, s e

lim fx- @~ lm @ n3) = Ina,

esdela forma o - 0.



nimero positivo, distino de cero y de 1,3 > 0ya # 1.

Miimaiocin vormd
s o do posies et

1) Limite s a esth comprendido entre cero y 1,0 < 8 < 11

2) Limite i es mayor que 1,a > 1:

R lim (@ lng) .
by
i La> 1>,
=0 2 )

DO
et cambix =& 0+ L1l e 2 o e i e ot it
o (5 (58]

X0 2 N 2

‘Aplicando el resultado obienido en a nota del erciio 29, resulta:

by (s
(YL
i o PR, r i 90, e % o s
=t de 'Hopital para.
IR——
o (2002 g S
no o N ot
i AVmaend e b nb )
e 207
e ma s bt mb ety b
> T 7

Bsde, i (S )" 2 AT,
x=0 2

M lm L@> 1>

Jo (£5E)

Se trata de una indeterminacion de Ia forma ",



She (252 it st s i =
S ——

onenl e (5527 e (555

L) meem-
« i (L) g meenen

n2
Es una indeterminacidn de tipo —=—; aplicando a rega de IHOpital, resula

@ dnat b
a v

WA= lim

- et
xoroo T

imw | D

Se lega 8 una nueva indeterminacidn de 1a forma —=—, que no se pucde resaler por 1a el de

FiOpitl, ya qus aplcndols svsvamente s obenen e ndeemisacionss de o =
(Se invita al lector a que compruebe Ia afirmacién anterir.)

nencial (a* 0 b7) que tenga mayor valor.
Ahora bien, como a > 1yb > 1, se pueden considerar los tres casos siguientes:

1) Sia = b, dividiendo ef numerador y el denominador por a* (0 por bY), e tiene:

b EELeE | s
. S
i, 1 (L5 —

2) Sia > b, dividiendo el numerador y el denominador por a*,al ser lim

na s binb

e

A= lim
xew W

= lim

=lna

Asipues, lim.




3 St < by doento s o e, £ o, s

@nasbmb
Inasbnb o
A= Um Fa*bohb

A B

X LS
.
L ma+inb
g L
x=w Ewd
:
Bt (S32)" - h - o
FES——

(S (£

= lim @7 = lim @= Gm a=a(=b),

2 s> batne i 2 o der e

E [, (el
)

3 Sia<balser lim

) o 5 (e 55)”

)"’. S

e [
Jo (53] e [

- [

-
A B ()

b
- - lim LI
Hot “.‘.J b ") E
: i ufm:x-w.,‘

(Propuesto en la Univ. de Santander.)



e et e e e e g, et e

vez que e aplica dicha regla, reslta:
i =08 senx semxsenx + (1= cos) cosx _
=7 @ 2
senx + cos x = cosx 26enx - cos x = sen x — dcosx - (-sen x)
= iim = tim 2 -
x=0 . x=0
o dsenxocosx
36 lim X=X
xmo HOX=X
(Propuesto e la Univ. de Valladold)
o .
ciones, e obtinc: ¢
P N B S
k0 AR g conx—T g carxGosx- D)
1+ cos 0 (1 - cos) 1 cosx
- im im
oty gag —edx

D
B e 95 8

i S Eemtins et et
e ) «
et cofn 4 €= donsex 4 e conx-snx s €= conx
G

2:1-041

3B dim (14 2e0s g,
=3
(Propuesto en la Univ. Polité. de Madrid.)

Se trata de un indeterminacion de la forma 17,



1 x, 1
Sectectia el cambiox — 5 = = = x= T4
ainfinio y se pucde escribir

n @0zt (12 2on

ore2
W

Aplicando el resultado obtenido en Ia nota del jerccio 29, resulta:

N R

3. im0 -2+ Y

(Propuesto en la Univ. de La Laguna.)

Es ung indeterminacion del tipo o=

SiA = lim (= 2x + 3" es el limite que se busca, su valor es A

“Tomando logaritmos neperianos en Ia primera igualdad, s obiiene:
WA=l lim (0 -2+ = lim (Ine - 2 +

I -2+ 3)

B E R,

Rl n i d I s 2 st el gl detucs:

243y _

e s i -, o s e
por x* (o por x'). Se tiene asi que In A = 0.

Poruno, lim (¢ = 2x + 3% = A = = 1

xoln@ 0

. lim
—esx

$20
(Propuesto en la Univ. del Pais Vasco.)

e o -l s i P s

'
(e N+ xe
T T . Tex

xwo TTesx

THsenx



4 lim (gx-inx).
x=0

(Propuesto en la Univ. de Salamanca.)

izquierda (x = 0), a i i x tien-
de acero por la derecha (x— 0"),la funcién sf estd definida porque 1o esti el In x. Se cacula, pues,
el limite cuando x tiende 2 0.

xenlaforma - aplcand arela de ' Hapial yefectuando s opsracionss, s abiec
£"

T e
g x=00 @0 xo0r g2, L

lim
x=0"

Sentx

Es una indeterminacin de la forma 4 ; aplcando de muevo Iarega de PHopita,se deduce:

DX Benxoosx | 2:0-1 -0
x=00 X xoor * ! 1

Nota: Obsérvese que este imite es el mismo que el del cjercicio 18, ya que (g x =

cotgx
2 lm e

x=0

(Propuesto en la Univ. de La Laguna,)

Se trata de una indeterminacion del tipo 0.

SiA = lim (senx)es el limite pedido, su valor es A = ¢,
X0

Tomando logaritmos neperianos en Ia primera igualdad, se obiiene:

: Insenx
WA =In[ lin (e = lim [nen ] = lim (colnsenn) = lim 25T
x=0 x=0 x=0 Xm0 X
R de a forma = apli i Ja de I'Hopi
ando, ¢ tiene: G

~2xcosx + Xt senx
s

x=0

lim (sen x)* = €A = &0 = 1.
X0




o (L
= ()

O
2N E

S
waenf i ()] im (L))
x=0' ¥ x=0 2

' “2mx
i (wsent) < um :
“a' R

ciones, se obtiene:
T, e o
X0 (ot

Senix cosix

leterminacién del tipo 2, aplicando por segunda vez la regla de I'Hopital, se tiene:

O

ke s S 40T 8
x=0

ri, (4
=

", wp StERE
R

(Propuesto en la Uni. de Malaga.)

et de una indcrmincit e 1 o =i cmbag, o e puce spkcr it de

l i . por
tanto, no exist eflimite del cocient de la derivadas cuando x tende a infin
Ahora bien, como sen xy cos x s estén acotados (enre +1y 1), lim I = am X g
xme € xaw @
. por consiguiente, diidiendo el numerador y l denominador por ¢, resuta:
¢4 senx senx
ety e 1so
tm SEIMX gy €y S -1
i @ X Uy Cronx  xig | mx 140
e B



s

.

a

o (=)

1ipo o — oo, que se transforma en oura de la forma - efectuando la
se dedu:

st Iphundn 1a regla de PHopital y operando, se

o)

= lim
x=1

x+senx

lim

et e n indtrinacindl - o bt 0 < pde apa I el de -

pital por Ia razén expuesta en el ejercicio 44,

Ahor bin, como ey cos s st et e +1y-1), lin L < i % -0
X
72 por tast, dividiendo o mumeador y f denominador pr 5, 3¢ ie:
X+ senx L, s
i IRy X g X 1e8
R T S ST S

Lz o)
X0

e s o e dos v i Pl i
el e vt i e ek

P ST . - XX
x=0 x=0 X x-0 %
o SHXlewx  1elso
x=0

-y

Se trata de una indeterminacidn del tio 0.
SIA = lim (6 — 1)“% s e limite que se busca, su valor es A = e,
x=0

Tomando logaritmos neperianos en 1a primera igualdad, se tiene:
S = lim a1 =
X0

A= n [ lim
Llim,

i B@* =1
B

2

-

- lim
X0



1a forma —=—; apl 1a regla de I'Hopita, operando
cada vez que se aplica dicha regla, se deduce:

e B sedn e
o AR |y g e k0
e -
Por o, 6~ 77+ 8 01
9. lim (cotg 20"
‘Es una indeterminacion del tipo .
lim (cotg 26" es ¢l limite pedido, su valor es A = €°*,
R ———
A= (on 2™ - o2 =t S,
x=0 x=0 B3R
= ded

WA= lm
X0

- m o
e

Portanto, lim(corg 26/ = ¢4 = ¢
x=0

P S——
B r-mewy
- s

) T B s i,
B lm T B ae o B v oRE

. Demostrar que a ccuacion x* + 6% + 15% — 13 = 0 10 puede tener ms de una raz ral
(Sugerencia: Ver primero si a derivada se anla en algin punto.)
(Propuesto en a Univ. Autonoma de Madrid.)



Sise considera la funcidn £(x) = x' + 67 + 15% — 13, a ccuacién propuesta equivle a £(9) = 0.

€ R;su funcién

derivada es () = 36 + 126 + 15 = 36 + 4 + 9).
L cuaion 0 = 0 no tene inguna soluin s a que ol dsrimiante de a cvacon
X4 4545 = 0es A= 16~ 20 = ~4 < 0; por tanto, no existe ningn valor real de x que haga
w0

Se i reduccion al absurdo. En f
cion () = Ol\lv\mdmmcumlsdmm(u:yh de manera que (2

una e ral.

Nota: Teniendo en cuenta que (- ¥i0)
o menos existe un valo ¢ € (- | n i f(c
mente, prucba

3 et envirwd el Terema e Balao, que
0. Este resultado, junto al demostrado anerior-
-13= solucion rel




TEMA 111-2.2. — Teorema de Taylor

Ejercicios resueltos

1. Aplicar la férmula de Taplor al polinomio P(x) = ¥ — 6% + 12x — 8, en el punto x = 2.
(Propuesto en a Univ. de Valencia,)
Derivando sucesivamente P(3) = x' — 66" + 126 —
P = 36— 12+ 12 P = 6 — 13 PG =

Parax =2
P@) =8 -2+U—8=0PQ) =12-U+12=GPA=12-12=0PQ) =6
Por nto:

PP ST AR

2. Obtener os iresprimerostéminos del desarrll de Taylor, para x = -, de 19 = x-cos x.

(Propuesto en la Univ. de Santiago.)
Derivando ()
£ = cosx = xsenx; /() = ~senx — sen x — xcos

“2senx - xcosx;

(0 = ~2.c08 X — 03 X + xsenx = =305 X + Xsenx.

Para x = X se convieren en:

3

{3)-Fe3 f3)-mgmdrmine-fon
)t fmEen O@ctenrsrmt

Dedondes

) = x-cosx =0+

=)

LI, sznr( ,%)

o (o)

3. Dol (0) = 8- por lofrmuls de MosLautin, s ol timino conplenetario
correspondiente a la cuaria derivada.

(Propueso en la Univ. de La Laguna.)
A parti de £(0) = x - ¢, se obtiens

PW =t xe = e P = e = Qa0 e
PR-c s QNS0 B =4 () e =@

63



La funcién y las tres primeras derivadas, para x = 0, se convierten en:
PO = Q0 = 20O = (0

(0 =0 =07 =(+0:¢=
La cuarta derivada, para 0x, es; f4(0) = (4 + 0%) - ¢*.

Por tanto, el desarrollo pedido es:

sy 3, G
100 = 0 4 o + it e+ 0
g R
xemnans S LB w0,
. Desarrollar por a formula de Taslor, en un entorno de x = 0, la funcidn 1) =+
(Propuesto en la Univ. Poltéenica de Madrid.)
Como es un entormo de x = 0, es aplicabl Ia fgrmula de Mac-Laurin.
140 se pucde escribir, efectuando la divison entera:
1ex 2 =
o= o R = B

Derivando sucesivamente:
£00 =0 =20 (D) (x = 1)
P00 =212 = 07 = 22—

2 m -

P =226 6- D =236 D
) = 2030 (= ) = =2 41 = 1,

Prosiguiendo, se obtendria:

(0 = D dnl = ) < 2 D=
Por consiguiene, el resto s
2w e L2t
= @t e

¥ en valor absoluto:

01 = ot o 5 1.
RSP ——
1O) = =1 = 2(-1) 3 O =217 =2 (0 = =2 21 =
00 =234 =23 0 = 2- 41 i £0) = 2 n!

E desarrollo en serie es:
2

0 =1+




Solucion de 1os ejercicios propuestos

1. Obtener los polinomios de Taylor de los siguicntes polinomios:
G PO =R -t 2enn =
B P@ =120k W -4+ Shen

@ P® = = = 2 enx = -l
@ P =¥ - Lex
o P®) = (- Denx

2

) Derivando sucesivamente P() = x*
Py = 40 - 20 PTG = 126 - 2 POG) = 4k — 4% PO = 24,
La quinta derivada y todas las de orden superior son nulas.
Para x = 2 se obtienen los sigu

7+ 2, resula:

ntes valor

P@-F-T 2 42=16-56+2= PN Pan-w=s
P e P02 -8 2242 = -2 =6 Q) = 20
Por tanto, et polinomio de Taylor ¢s:

b) Se deriva sucesivamente P(3) = 1~ 2x + 3¢ = 4% + 5
24— 126 20 PT() = 6 24k + 6065 PO

La quinta derivada y todas las de orden superior son nulas.

244 1208 P = 120.

Para x = 1 se consiguen los vlores sigucatcs:

21 4 3D - 4D+ SN = 1S

Prel) = 2+ 61) — 12617 + (1)) = 40, P*(-]) = 6 = W(=1) + QN = 90;
PO(1) = 24 + 120(-1) = ~144; PU-D) = 120,

Por consguiente, el polinomio de Taylor cs:

P

PP TR T P T
Pux) = 15— 40(x + 1) + 45(x + 1F = 24(x + I + S(x + D
) Derivando sucesivamente P(x) = (x = 1y + (x = 27 = x' = x* + 198’ = 25¢% + 16x = 4, se tiene:
Pr(x) = Sxt = 28x' 4 ST — SOk + 16; P (0) = 20¢" — 84x% + 1ldx —
POX) = 608 — 168 + 114; PU(x) = 120x — 168; PE(x) = 120.

La derivada sexta y todas las de orden superior son nulas.

Parax

1 se obiienen lossiguientes valores:
PEl) = (1F = 71 + 191! = 51 + 166D ~
P = SN = B8N + STEF = S0 + 16 = 156
1) = 001 - B + 141 — 50 = <268




PO(=1) = 60(~1) - 168(-1) + 114 = 342;
PACI) = 120(-1) - 168 = <288 PO(-I) = 120
Por tano, e polinomio e Taylor s

Haey-Barn e Raen

By®) = =72 4 15605 + 1) = 1340 + 1+ 5706+ 1P = 1200+ )+ 5+ %

@) Se deriva sucesvamente P(x)

P =S¢ PR = 2005 POQ) = 60 PUG) = 1206 PO = 120,
La derivada sexta y todas Ias de orden superior son nulas.

Para x = 1 se consiguen los valores iguientes:

PU) =11 =0 P =$o1 = 8 P = 20010 = 20;
POQ) = 6012 = 6 Bé() = 1201 = 120 POQ) = 120,
Por consiguiente, el polinomio de Taylor s:
s

R L ]

e B P

Nx)s!{xAl)»m(xAA;‘om(x-ly’+5(xfly‘~{xAl)‘

) Derivando sucesivamente P(x)

Por tanto el polinomio de Taylores:

LR e B R

o

plementarios:

@ 10 = tex B 10 = I =

ERCEEN @ 100 = sen

1-x

o 10 = cosx; D 0=
Xt 1o

B 10 =15 mw =

Utlizandola formula de Mac-Laurin, para aproximar una funcién [(x) hasta e cuarto grado, se de-
sarcolla mediante a expresion:

PR IR BRI PP
sendo Ry = T2 1 resto o término complementaro deldesarollo, para 0 < § < 1.



En cada las cinco
sartollay se particularizan los valores d 1a funcion y de las cuatro primeras derivadas para

@) Para la funcion f(x) = tg x as cinco primeras derivadas sucesivas son:
PO =1 00 = 2gx( 4 @) = Agx + 4P x
P00 = 20+ 50 + 68 x( + 180 = 2+ Bgx + 6g'x;
1900 = 16 x(1 + 188%) + 248’ x(1 + tg%) = 16tg x + 40 x + 20 x;
1601+ 183 + 120 (1 + 16 ) + 120" x(1 + 1g}%) =
=16 4 136 x + 2000 x + 120 .

)

Los valores de Ia funcién y de las cuatro primeras derivadas para x = 0 son:
fO=0 O =1 =0 PO=2 0 =0.

1a formula de Mac-Laurin, se obt
2 0

+Rom xR

2 3

' 0
tgx= 0 rxs + 2
16 + 136 1g(6x) + 240" (Bx) + 1200g*(0x)
e e e

R = ¥ para0 <0< 1.

b) Para la funcién 1(6) = In(1 — x) Ias cinco primeras derivadas sucesivas son:
=07 P = <20 - 0%

[ )
00 = 601 — X% ) = 2401 = 9%

0son:

Los valores de la funcion y de las cuatro primeras derivadas para x
O =0 1O =1 70 = -1 £0) = -2 F0) = 6.
Reemplazando estos valores en a férmula de Mac-Lautin, s deduce:

TR

I 00 = 3 (0 3
0 = 3 (n 3.

=
00 = 3+ (n3)

Los valores de Ia funcién y de las cuatro primeras derivadas para x = 0 son:

;PO =k 0 = M3 PO =03 90 = (a3

)
Sustituyendo estos resultados en Ia formala de Mac-Laurin, resulta;

SRt N IE PO T Rt
po Bl o e, Ok

para0 <<l

£



& Para a funcen 109
£ = Jos I 1700 = hen 3 09
Los valores de I foncidn y delas cutro primeras dervadas para x = 0 son:

(O =0 PO =% O =0 £ =25 10 =0

Recmplazando estos valores en 1a férmula de Mac-La

en 3x lascinco primeras derivadas sucsivas
0 = Blsen

PR
g - 2O

) Para la funcion f(c) = cos?x ascinco primeras deivadas sucesivas son:
Zeos xsen x = —sen 2 1 (3) = ~2e0s 2
) = den 2 1400 = Boos 2% (9 = —lsen 2x.

Ry - sy

ion entra, a funcion £(x) se puede escibir:

AT P
Vo ot 1 i
200 170 - 4% 09 =120
00 - 180 427 0 - 30+ %
Lo e i s o el dofis s < 01
‘o ro T

o=

Nota: EI procediniento ms i (y mis sencilo) para desarrollr en seie una funcion racional
500
0 = £ comie enefctuar I diviion 509 £ hO).

sea menor que el més pequeo de los mdulos de las raices del polinomio denominador.



At pe,par desarolarensre I funcin £s) = - s pede fetuar 1a divisons

¥

e 2w 420

1-x
Tx
ya que el polinomio denominador (binomio | + x) tiene como raiz

= 1204 2 =20 4 26 - ., desarollo queesvilido para [x] < 1,

Se obtiene que-

, cuyo médulo s 1

) Realizando a divsion entera, Ia funcion ((x) se esribe:
'
Xz

0 = 2EL

X1 L

Las cinco primeras derivadas sucesivas de la funcion (x) son:

rw 24 2% P00 =60+ %

x4
00 = -240x + 2

P = 1206+ 2%
Los valores de Ia funcién y de las cuatro primeras derivadas para x = 0 son:
3

0=t r@=-t PO o=-2
FO =g PO =g PO =5 MO = -

(¢

T
Sustitayendo estos valores en la formula de Mac-Laurin, se deduce:

2%

[ %

4 ¢, para 0 <
Ryx) = wuzr"“ 0<b<l.

Nota: Se podria efectuar I divisién (1 + ) (2 + %) para obtener ¢l desarralo de Ia funcidn

1) Descomponiendo 1a funcion (<) en suma de fracciones simpls, e tene:
1o A, B _AUSDEBU-X_ A+B+(A-Br

G Tax T a-w0




fracciones primera y dtima,

se obtiene:

- (A=n1,
=37 =2
2 204 1)
e - 2

Las cinco primeras derivadas sucesivas de la funcién (x) son:
P00 = == D = 2008 7 170 = 260- )7 + A+ 1
(0 = =6 = I = 1200+ 1% 1400 = 246x — 1) + 48x + 1
900 = ~120(x ~ 17 = 240(x + 7.
Los valores de Ia funcidn y de las cuatro primeras derivadas para x = 0 son:
O =15 PO =% 70 =% PO =-18 M0 =24

‘Reemplazando los resultados anteriores e Ia férmula de Mac-Laurin, resulta:

u

S R I+ -3 x4 R
| VN S-S
[CED IR

Nota i i
sencilas, cuyos desarrollos sean conocidos o se calculen mis Ficilmente.
vea 1

Al por ciemplo, I funcin amesior, 1) = +2i = + 200,

al de g(x) sumado con el doble del de h(x).

Nota

caso de cuarto grado), es considerar ‘como Ia suma de los infintos términos de una

T
progresién geoméurica, cuyo primer término es 1 y cuya razdn es X' < 1.

H i ica limitada d Ll pric
‘mer término dividido por 1 menos Ia azon, para —1 < x < 1 (0 bien para [x| < 1), se tiene:

iR
T

Por tanto, el polinomio que aproxima la funcion £(x), para x| < 1, es:

1-3
T

R

R L

3. Obtener los cinco primeros términos del desarrollo de f(x) = VI + x.

[Sugerencia: VI 5 5 = (1 + x)"%)



Se va a aplicar a férmula de Mac-Laurin. Para
sivas de la funcién () = VI + x = (I + ¥'*y se particularizan los valores de la funcién y de di-
chas derivadas para x

) = (407 = fO =1,
)

1 Fia
040

e

0

P P

L8]

15 v
R

Not: Par binerlos dessiollo e i e funcones e form () = (o + . sindo o
constante, able y m

a lla-
o

i f(u) por medio de Ia formula de Mac-Laurin.

para u = 0 son
W =@+

B =mm - Dm-2@+ v = PO = mm— 1) @ - Da’

Jta a formula generalizada del

binomio de Newton:

LSS mm = 1) @

(@4 U= am g gt o 4

i m es un valor entero el desarrollo de esa srie termina cuando s llega l factor m — m. Al pasar

en una unidad; e deci, todos los términos de la seri son de grado m.

Estudiando el ricter general, para valores
cumplan [u] < 1.

e e i b e = 1 L
o=

Hppee
s Hrer)(3-2)ee




Calcular los cuatro primeros términos de f(x) = V1 + x.
(Propuesto en la Univ. Poliéenica de Madrid.)

e calean s res rimeras eivadas sucsivas e I fucin () < YT+ x = @+ 0y se allan
Tos valores de Ia funcién y de dichas derivadas p

W=+ = 101,

L L

Susitayendo estos valores en Ia formula de Mac-Laurin, e tine:

Vivx-1s

x4

e
oy LI g,
[EAMETY w

Aplicando directamente la formula generalizada del binomio de Newton, obienida en la nota del

i o, cona = 1, = xy m = - ) parn ] < 1 s ddoce:

R

Vn , vna/m JEVYET T
2 £l

5. Aplcando e ico 3, caleular Vi, inos dl desarolo.
. 7
( sugerencia: V10 = ;\/\ +5)

De acuerdo con el resultado del ejerc

Por tanto, para

YIRS B RTTEN PR O T+ S5
9 sl9) =" 648 648 648

Es decir: V10

T
ar S e

6. Calcular de igual forma VT

fizando el desarrollo de a funcion i + x para

Como V17 = Vi6 + 1
se obtiene:




o
2 am

s VT = 4 - B

Ao V77 = 41w UL 2Ly

7. Si enla formula de Taylor se hace

a+ b, resulia:

PP PO LT

Aplicando el resultado anteior, obtener sen 31°.

Tenlendo en cuenta que x = 31° = a + h = 30° + 1° =

ugerencia: 1° = 5 rads 31

ESTOUONINIE SR 3

5 rad 4 o rady e el desarello
de Taylor de la funcion () = sen xenx = a es

ETIEE T
sena + 1) = sena+ < -

T W

para = £ radyh = <5 rad, se deduce:

g

2

{7‘ P LTI 2 m-/o(i): w.,m(_)
n(Lr) e -

T _1 r_
Alsersen £ = -y cos = 5, resula

(i)
-(z

S TR TP ——
e s 0 0208

7) L B B N
)77 30 T e e

= 015038,

8. Calcular In 21, sabiendo que In 20 = 2,995

Tenendo presene ue = 21
100 = Inxenx

13 e ol dearllode Taor d a union
o eain I fomal 6t eeciclo e,

In@ + b =Ina+

paraa = 20yh = 1, s obtene:

100+ 1) =120 +

'
E]




a2
220+ 5 G o
1021 = 2.9+ 005 — 00125 + 000004 = 304445,
Por tanto, In 21 = 304449,
. Hallar s dos primeros términos, no o, de losdesarrollos:

@ Ingeos x5 b arcsenx; o arctex; 9 =5

= 0, hasta conseguir

de cada
I

” a

@) Para la funcién 1(3) = In(cos x) s tiene:
() = Incos ) = 10) =0,

rw == - O

) ==+ ) = = 1gx - 0 = -,

00 = -2gx(1 + 1g%) = ~dgx - Ax ~ () =0,

20+ 18 ~ 6 x(1 + ) = 2= BE X~ Gig'x ~+ (40)

0y
Sustituyendo estos valores en Ia formula de Mac-Laurin, se deduce:
0 «
In(eos x) = 0 + R

1) Para la funcién f(6) = are sen x resula:

) = arcsenx (0

W= R R )

1460 = = A8 e

P | P
S W o P = 1.

es en la formula de Mac-Laurin, se obtiene:

e g s
B L R L R

Reemplazando los valores anteri

) Para la funcién £(x) = arc tg x e tene:
L
'

FW = v rO
0 o -



=8 L g -2,

) ar

204072040 2-6¢

‘Susttuyendo estos resultados en Ia férmala de Mac-Laurin, se deduce:

LT L po

Reemplazando estos valores en Ia formula de Mac-Laurin, se obtiene:

e LT N
= B
o e G s o . P = 101, s
9-fexek  peocx<n  g-<x<n  dxem
o o . «
Sy
por sh, ch, thy idas por:
e .
T
damental es ch?x — shx = 1.
Las derivadas de las funciones hiperbdlicas son:
. . . . ;
R TP S I
.




A gande bl dsrls e e, soshyndoc o sl de ' o valor
xporsu

N TN N o8
T T
Restando ambos desarolosy divdiendo el resulado por 2, se deduce:

10. Comprobar los resultados de los siguientes desarrollos en se

E
-
Bsenx x-S
9 corx=l =t

s valores de I i 0. Se sust i
de Mac-Laurin y se comprucba que los desarrollos coinciden con los propuestas.

@) Para la funcion £(x) = ¢ resulta:

Nota: Este desarrollo es vilido para todo valor real de X (x € R).

) Paral funcion (2 = sn x5 siene:
0 =cosx=sen(x+ 3): d'u):mx:sen(xaz.l);
P = cosxm (543 ) 0w = senx=sen (x4 45 = 0

e foma el s i s e i o 09 = sn x4 k3 ). demanera

e, para x = 0, 1(0) = sn (k- 5 s st pues:
=0 FO=1 FO=0 PO =1 O
O = 1 10 = 0 0




Por tanto:

10-2 04 B

senx =0
¥ ] ]

I
Notas Este desarrollo es vlido para cualquie valor real de x (x € R).

) Para la funcién £(x) = cos x resula:

v mr (30 ) Corememon(xr2:3)

0 = senxwcos(x 0305 ) 1w < conxm cos(x 44 F) < 0

g s i s s 0 - (s + 1. e o
ave, parax = 0, 40 = con (- ) s i

=1 PO =0 =1 ©O=

Asi pues: cos x

Nota: Este desareollo es vlldo para todo valor real de x (x € R).

)
sucesivas para x = i I
funcion 1(x)

i [ummll Tos
e e ot e

integracion, que consise en desarollar Ia funcion decivada 1" 2 e fanion 1) e egrrs-
uidamente ¢l desarrolo de dicha funcién derivada " x). s

1) e desarrolla fa funcién () = e

gt s WG B e kol 8 o, Sl W sk

para =] = xt < 1, se deduee;

e s F%,ﬂ DR gy

1/ (12 = 1) 12 = 2
PCT ELFUICLEL NN

a-arne s My

X

12, AROD . OBODER o,

2) Seintegra el desarrollo de ' (x):
" ,
s (13 a5
1% 1:3:% 1:3:5.%
Ko ot e, o, e o <

x4




ciénf() =

tes derivadas sucesivas (hasta Ia séptima incluida) para X =

oo il d e derivadas prsents bastnt ifcuad, 123 wilar o desaolo po
integracién empleado en el apartado anterior. Asi pt

1) Se desarrolla Ia funcion f° (x)

Ia formu del vinomi deducida en la nota
del ejerccio 3, (con @ = 1,u = X'y m = —1), para [x’] = x! < I, se obtiene:

D o+

“ned
]

SloRexo s
2) e integra el desarrollo de f” (x):

arctgx = [0 = %+ xt = mx = 2

Nota: Este desarrollo s vilido, pues, para todo valor de x que cumple |x] < 1.
Para Ia funcion 1)
PO =040 0= -0 4% P =20+ 0% 0 = 60 + 0t

Los valores de la funcin y de dichas derivadas para x = 0 son:
O =0 1O =1 70 = -k PO

Int + ) resulta:

Es decir:

In+ 30 = 0 4 —x - 4 2

2 3

Nota: Este desarrollo s vilido para todo valor de x que cumple —1 < x € 1.

En l apatado ) dl i 2 s b clelado, n et que ¢l esarollo e la uncon
0 =0l - nes
g -9 = x - - -5

0

2: Este desarrollo s vilido para los valores de x tales que —1 < x < 1.
ot 2: Se puede s desaroll e i () = Inl - ) istinyendo el dearr-
() = In(t + X por su opuesto -x;
EE )
-9 = - - -




TEMA 111-2.3. — Aplicaciones del
teorema de Taylor

Ejercicios resueltos
!

J-a

1. Caleuler tim
X0

x= ?:: Xy de cos x:
e L 2
Ae i (Lo gy smEone
xmg ¢ xesex )T DG T dsenx
Sustityendo:

2. Hallar los mximos y minimos relaivos de 1(5) =
(Propuesto en la Univ. de Valladoid,)

[dxgnatmest-rar
Lsix> 0res 00 goks

~Ixl+2

G 4xt

La funcidn dada

La funcion derivada para x < 0.s ) = 2x + 1; e anula (2 + 1 = 0) para x, =

w55 0y m Ly
e dtbad > 05 560 = 3¢~ 1 vl 3 1 = O, =

Cono 360 = 2,5(+) = 25 0 a5 = by, i, m e

Pero, ademés =
en dicho punto algin extremo relativo no obtenible por I método general.
- = 2 + 1 que, para pun-

-2
puntos «lo sufcietemente préximos, es negativa; lugo, en x = 0 I funcidn admite un méximo.
reatvo.

¢ i Lyax-L oenx =
I(x):x*\x\~1nm=mm\mnenx-fzym -y mixinocax = 0.

En ocasiones,
bl



& i = &=,

Nota: Estecj i i
a tratar con la ayuda tnica de la primera derivada.

O = 26~ B - B x BIe= 3F = 0= D= =D+ 3= 2
[ YOS

K-DE-WEx—1)=0-x =2,x1=1,x,=%
Se vaa estuiar el igno de () en un entorno de cada purto.

Enx=2,sehicex =2+ A

F@ 480 = @+ 8x = D@+ Ax = SQ + 40 = 12] = Ax(=1 + A0 (=2 + 54%),
El segundo factor siempre es posiivo, ya que es un cuadrado.

E tercer factor, para un Ax «suficentemente pequeio, e siempre negativo.

El signo del primer factor depende el signo de Ax. Asi pues:

ax (-1 + &P | =2+ 5ax Q2+ ax
i nwo] - v E B
[Frtmmer om0 |+ . : =

v=0 Por consiguiente, la funcidn ala izquierda es cre-
ciente (derivada positiva)  ala derecha es decre-
ciente (derivada negativaj; por tanto:

La funcién tiene un méximo relativo en

:
:

yool 1s Vy<o
‘ i o

P3+ A0 =(+ax =203+ ax =3P (50 + ax) — 12] = (I + &Y AF (3 + Sax).

1+ ax ax 3+ Sax e+ ax)
[srimms s - w<o] . 3 .
[sntsmar—ne50 | v v ;

Fomando un x wsuficientemente pequeno, resul-
1 que, anto afa izquierda como ala derecha,

|
! v >0

funcidn es creciente (derivada positiva); por tanto: ]
|

Eox =

horizotal. g

Nota: s con tangnte hrizntl, ya e £3) vsofl )

L 22 o2 s xi3
L R ;

(2 s a) v o) (s a5+ )]

(2 a)(-2 v afsne



Zoam(-2vaf o[ (2o m)

|
[ = = -1 = |
! ;
50 I S PO R I )
:
o :
S i
:
B S B
(Propuesto en la Univ. de Alicante.)
L R BB [t S
* De la primera ecuacion: In ﬂ--x-e":t
Bapmmome i)
e S bt
ot

Awiupettiex

1,In(1 + &%) es negativoy
ivo; el signo de [in(1 + &)1~
i e

par o impar. Por
el contario, para un Ax esuficienemente pequenon,
In(1 + &%) + n siempre es posidvo. Por tano;
n(l + S0P~ | Inl + 40 + 0| 70 + &9
<0 = v B
sinespar,n - 1 es impar
>0 + - +
<0 v + -
sines impar, n — s par
x>0 + B -

For

cambio de signo en ).

'
* e segunda cuacin: n x = —n = x = .

'

Haciendo x =

oL o) [n(E e )]

que proporciona I discusin siguinte:

+ &, resulta en l derivada:




[o(E s

ala g, &5 < 0 - - B
sinesparn — | esinpar

als deectn, 36> 0 - + -

i, &1 < 0 + - -
sincsimr,n - lepr

aladercta, 45> 0 . + +

i e s i i e

Wl

. Estuiar los intervalos e crecimiento y decrecimiento de la funcidn y
(Propuesto en a Univ de Santiago.)
x=0-x

3

=0 xGx—9 =0

4=0-n

s e i s -0 0. )3 (4, ).

BEE
4
(= e <x<0 |- | - +
¢ 3
T = A
o<x<t +f - -
4
Tex<re [+ 4 +

L ey = 2 = 3¢ + 1 s kit n -, )y 8+, + ) s 04

6. Hallar los valores e t que hacen que £(x) = x* + 26° + 16} + x + 1 sea siempre concav.

(Propuesto en la Univ. de Alicante.)

£ = 40+ 60+ 24 1= (o)

126 4 1264 2

Ahora bien, 120+ 1x ¢
inarias, e decir, que el discriminante sea negativo:

w3
L L LR LRI

IS o i i 3 o



Solucién de los ciercicios propuestos

1. Obtener mediante desarrollo en serie de potenciaslos limites:

sen x

@ lim e
X0
b i
X0
o lim
x=0
Ex—senx - X
@ lim
X0 ¥
o wm (——-1)
aagl e T x
S5 = e
oy TSendx— sk
lim XESX s
Y -

se van a utilizar son:

(para todo x € R

- (para todo x € R);

wom 1)
15 35 para |x| < 2 )

B
£

- (para todo x € R).




Lo oo 2
E T

(xo 2 2 00,
. ERNT I
h Ay, m
i 37" 500
25 E

sensx—tgdx

»F= lm -

|- e 22 0]

oy Sen3x — g %

F= lim

x=0 g 20,

2+

7
6

2 [

9"
3

+




xeosx = senx

L ATy i
G lim =
x=0

. Estudiar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de las funciones:

@y = 3 - 1250 + 2160x.

Wy=2—

O y=x+5—2ex
(Propuesto en la Univ. de Santiago.)

— 68 4 -8

9y
(Propuesto en la Univ. de Granada,)

i

(Propuesto en la Univ. de Valladolid.)

© 10 = arcsen

(Propuesto en la Univ. del Pais Vasco.)
W) = senx + cosx.
(Propuesto en la Univ. de Granada.)
19 = Inftx - - (= D).
(Propuesto en la Univ. de Santiago.)

J) 100 = X' = 5x — 1, aprovechando el resultado para obtener e nimero de raices reales de
—Sx-1=0

(Propuesto en la Univ. de Valladolid.)

ara estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de una funcién f(x) se hala su deriy
L0 calclon ks pamos i e o e prdos o g e /'y s i, oW s
decir, los d

" (3) no exise [f*
P16y los puntas de discontimidad de ().

Se estudia el signo de f” (x) en los inervalos determinados por los puntos eriticos en I recta real. Si
(0 e positva, la funcidn (x) es creciente; i (1) es negativa, I funcidn (x) es decrecicnte.

8



@y = 3 - 1250 £ 2060k <y’ = IS = IS + 2160 = 15t 2500 + 144

255 Ves %6 _ 281

ad - o2t a0 - o BEVESTE L BAD

‘Son puntos criicos los de abscisas 4, =3, 3 y 4

Se estudia el signo de y' en s intervalos (~e0, —4), (=4, =3), (-3, 3, G, 4y (. +0):
I e B e B e L I )
1 + 1 - ! « 1 -1 =

LY,

2 .
4,3y 6. 4.
20—

204 e

la forman son positivos, la funcién s creciente en ¢l intervalo (-2, + ).
G ymxkS-2enx <y == osx

0 = 1-osx=0 = cosx

: s
T
o s s o e st ¥ + ey - 4 2o, parak €2,

e ol i e " s el o o s . Los o
; P
it s o £ 2, 2+ 80 )3 (2 2 4 20 4 1)

Entosinervalos § + e, 55+ 20r ) purak e, ey’ maor o, oo
que funcion s creente en dichos ntervalos: m)mmmzm(L cun )
parak €2, laderivaday*
PR ol . B
o _sx2
3

Ym0 o oA s3=0 - xe B P

Son puntos crticos los de abscisas 1y 3.
Se estudia l signo de y* en los inervalos (~es, 1), (1, 3)y G, +0):

&3 § Gre

La funcidn es creciente e los intervalos (~=, 1)y G, + ) y decreciente en el itervalo (1, 3.
TN
Y T
G-NE BN -G NE -+ 6
W2 T@Wenen




T ¥
[, R

398
2

* Puntos ceror y’ = 0 =+ X' =

« Puntos de discontinuidad: x% + 3x + 2= 0 = x =

Por tanto, son puntos criticos los de abscisas ~2, V2, —1 y V2.
V3, (<VZ, 1), (1, VD) y O3, 4+ )

Se estudia el signo de y” en lo inervalos (~e0, ~2), (-2,
x| Emd | 2T | B-) | LD | 024

= =T = =

¥
La funcidn es creciente en los intervalos (-2, 2), (=2, =V2) y (V2 + ) y decteciente e los in-
tervalos (=V2, ~1) y (-1, V2).

Reke2

P
S TES RN P

Se calculan los puntos criticos de las funciones £,(0) y f(x).

B HE - - N D B2
Dt - B2 T TR A
Son puntos riicos Ios ceros de ; 8y los puntos de discontinuidad de ; ).
« Puntos ceros f{ () = 0 = 260~ 2x — 1) = 0 ~
L 2ediriE LR R .
. T T %
3V5
e e L

Como x; > 0, no pertencce al dominio de defnicién de f} (1)

* Puntos de discontinuidad: ' ~ Sx + 4 = 0

w2

2 six> 060 = gt - ST

x-4
G-0-6-2

- fw= =2
Oy o

Lsix> 0.
‘Son puntos critcos los ceros de f (x) y los puntos de discontinuidad de f} (1)
 Puntos cero: no existen, ya que -2 # 0.

* Puntos de discontinuidad: x — 4 = 0 = X =



S ety - 2

decuotadervada 57 = 32~ = 3| som pto ios o de i

e 400
g

Ve
| (-=A=25) | (£2250) | o0 \ oo

tw | - . l

1) ( —xf o)as

Vs

R R P —
( 1-3V5 4

A

o

1
VIR

£

el intervalo (oo, + ).

Nota: La derivada obtenida indica que f(4) = arc sen

Encteo, sisehacex = tgu (parn - <u < §

2
snu senu
igu coru
1 = - -
Vitigu |, iy ‘/uu’uounx

1) = arcsen arc sen(sen u) = u = arc g x.

W10 = senx 4 cosx < £/() = cosx — senx.

=0 = cosx—senx

0= cos

. =
B T
Son s s s e s & + 2y S 4 2k ank €2

S o 00 i din o it o, Los i
s e 1 -+ 2y -+ 2 0 305 ).



Enlosi

i (3 + 325 ). 2 0

que la funcidn es decrecente en cstos intervalos; n

imeralos (55 + 2k + 2k + e ).

para k €2, la derivada f*(x) es mayor que cero, por Io cual 1a funcion es creciente en dichos
intervalos.

Y SN~ [0y

La funcién f(x) estd definida para los valores de x que hacen (x — 1) « (x = 2) > 0; es deci, estd
definida en los intervalos (-2, 1) y 2, ).

‘Son puntos criticos los ceros de () y los puntos de discontinuidad de [ (x).

=0 = J— §
* Puntos cero: (0 = 0 = 2x 3
3
Comox € 1,2
de (0. 2

« Puntos de discontinuidad: % — 3x + 2= 0 = x =

Por tanto, son puntos criticos los de abscisas 1 y 2,

Se estudia el signo de £*(x) s6l0 en los itervalos (=2, 1)y (2, +<=), ya que en el intervalo [1, 2]
o estd definida ()

x o) | @)
[ - +
La funcién es decreciente en ¢l intervalo (~e, 1) y creciente en el intervalo (2, + ).

)

A o

sot - =
=504 DO = S D+ D 1
FE=0 - @ DEE DG -D=0 = x =y =L

Son puntos eriticos los de abscisas —1 y 1
Se cstudia el signo de 1 (x) en los intervalos (—z, ~1), (=1, 1)y (1, +=2):
x o) | LD | e
) - - +
La funcio i Dy, i intervalo (=1, 1).

El nimero de rajces reales de I ecuacion (x) =
axen f(u, se tiene:

s exactamente tres. En efecto, dando valores.

(D)= =23 <0, f(-1)=3>0; f() =5 <0 f()=21>0
Como la funci intervalo [

~llyen

ineiralntr-
valo (-2, ~ 1), en el que cl valor de F(x) es cero, f(x,) = 0; ademas, ico
por cr () eente e o Ineova. s deci, e g ral de o cuacion 100 = 0 en o
tervalo (-2, —

89



A O A S G

imervalo (-1, 1),

T = o0 = o s

o o, vhaghod
fes de Ia ccuacién £(6) = 0 en los intervalos (=1, 1)y (1, 2).

(-, ~2] no existe ninguna raz de Ia ecuacién £(x)
uncin e odo o putes d e el o s g -3
creciente en dicho intervalo.

0, ya que los valores de la
23, por ser a funcién

dlogament

’ - 0,por-
=2,

Porsr i ancon recinte e dicho el

Por tanto, a ecuscion f(x) = O iene exactamente tres raices rales.

3. Obtener los intervalos de concavidad y de convenidad de as funciones:

e 12e - s e
(Propuesto en la Univ. de Santiago.)
PECET Y
@ 10 = 26+ Inx.
(Propuesto en la Univ. de La Laguna.)

bisolyizest funcion .
unda imil i (3 para los

ces de a ecuacien - (1)

o 4 Scomdonidd 8 1.

Sift@es
Rac 2y vy -5y v, ol o tmean i -3 cowenah
@I =N -6 Sl W) =W - XS - ) = 6 - 12 = 6 2).
FE=0 » x=220 « x=2
Se estudia el signo de £ () en los intervalos (o, 2) y 2, +20):
x o2 @te

o - Y
La funcion s convexa en el intervalo (~e, 2)y céneava en el ntervalo (2, + ).
1 =X =60 4 14— S+ 1 = [ = 40— 188 + 28—
BRI

=0 - R -K+2)=0 = x=ED=E

Se estudia efsigno de 1 (x) en los ntervalos (~eo, 1), (1,2 y 2, + o)

o) WD @)

La funcid DY@+ el intervalo (1, 2).



0 = k- -2
P = 2 - ) =2 + 3= 2P - I = (= D (x— 2 REx=2) + 3 D:
0 =x-DEx-26x-17 ~
= == T) 4 26 =D = DN =T+ S = D= 2
@ = 6= (=26 =D+ e = DX =7 + 56 = D= D
0 = (= D (% = 17x + 19) + (108 = 24x + 14) + (5 = 15% + 10));
() = (0= 2) Q0% = S6x + 38).
@ =0 = 2= 20106~ 2Bx +19) =0
6

~x=%x=

1 VG u-VE
LV s =

14 R)[uﬁ s
[ A ) 10

.
5

oo eer

‘.uﬁ) (umvz u.r) (unl' 1)‘

@+

Tl = 3 ;
O RT3 TS S S
| = 2 Y L

Se podria resolver el ejercicio escribiendo la funcién f(x) realizada la multiplicacion. Es decir
) = ¥ =B 4 250 — 38 4 2B =8 = () = Sx' =320 + TS~ T6x + 28
1) = 206! — 96¢* + 150x - 76

=0 = 208 - 96 + 150x - 76 = 0.
‘e aplica Ia regla de Rufini, ya que el polinomio es divisible por x — 2:
» % 1w
2 -z

2 s % 0

Por tanto, 1 (x) = (x = 2) (20¢" - S6x + 38) = 2(x — 2 (10x* = 28x + 19) = 0.
A partir de aqui se procede como se ha hecho anteriormente.

PP R

PR
Como x; < 0, no pertenece al dominio de definicion de f(x).

o



e s e sl s s 0.1} (1, )

. Obtener de s funciones i enlos indican:

@y=xex+le,
(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)

L 5 b
mente, ¢l mayor el
fewlpdod Lo tiret, funcidn que pertenezcan al

ervalo y e calculan los valores que

un mibi i Jguno de los
puntos, 4.0 b, exteemos de intervalo,

) Se hallan los extremos relaivos de Ia funcion:
yeXaxal =y sl

'
7 + - sin solucién.
< olucie

La funcidn no presenta extremos relaivos.

B

En los extremos del itervalo (0, 2)los valores de la funcidn sons:
YO =040+ YO =P 424135

. en el intervalo [0, 2] a Benx=2ys

minimo absoluto 1 en

) Se calculan los extremos relativos de a funcidn:

Ao e -Ne=2 a4l
BT Wy Wy
MR RIS L it S

= x =24 VB w42 = 2 =V 0236,

Sélo el valor i , 3); el valor la
non o

“ o+ 45
2 - V5) = B
o P TR T R T
20 - 10V5 Vs
B, s




En los extremos del intervalo -1, 3] los valores de Ia funcién son:
PR
XTI

-2

Yo =

¥

"2

(=]

‘Como la funcion es continua, en e intervalo [-1, 3] aleanza su miximo absoluto.

LA

¥ su minimo absoluto

. s o e s o
oy Ehee
by =x-et
Propest el Ui de i)
o= 0w g
Prapest e i, airie d Wi
9100 - sex s coxen ot v
0 60 = 3 x e 0,20
(ot e . Comptatrse e i)

estando defin-

e
e e o e D e Bk e

"0 < “ (0 > 0, ha
mo en ambos casos para los valors de x que anulan la derivada, f” (x) = 0] Ese critrio es ¢l que
se va & cmplear siempre que sca posibl.

-+ S

,
n) s ow na o
o (4] SRS e
2 3 3 s
s (12
o
T o o e s S e %
s

Ed



Y= e N et e — x4 D) = 2 - X,

Alsery™ () = 1@~ 1) = ¢

PR

P R

S I OF BT s (W a4 T -6
PR @-x x4t D= -G
F® -0 = @G-+ D=0 = x = Lx; = —1 (€ > 0 para cualquier valor de ).

P =0 x ) 4 e B 2 ]

« Como (1) = ¢ (1 +2-

0+ 20 - 3,

0, hay que estudia I variaién de signo de £'(x)en x = 12

RO————

i m
cera derivada 1003,

000 = e+ 2630 + € OK 4 Ax - ) = e+ S x - D).

Como (1) = ¢ (1 +5 + 1 -3
dicho punto no hay extremo reltivo).

20

1 existe punto de infleidn (e decr, en

@ 1) = senx + cosx = £/(6) = cosx — senx.

F@ =0 cosx-snx =0 = cox=senx - en
)

ot (3) e o

i
C
punio (3.3

F-Ecomx

o 1) = Jsenx - sen3x =
= £/ = 3005 = Jo0s x = 3o0s x = 3(deos’x — J0s1) = 1200 x(1 = 0s'x) = 12c0s xsen’x.
3r

P -0 = cosxsenix =0 = - @20

m

3senx + 9sen Ix = 3(sen x + Jsen ).

(2) =3 (et v men ) <31 -n = enx = 3 hay mixi-
<comot () = 3(-smF + 32 < 361 - =2 <0 = Sy

o, o (2.4



 Allser 17 (x) = 3(-sen = + 3sen 3r) = 0, hay que estudiar Ia tercera derivada 1°(¥).
(0 = ~3c0s x + 27cos Ix = (o5 x + %os ).

Como ¥(x) = 3(—cos = + Scos 3#) = 3(1 — 9) = 24 % 0, enx = 7 existe punto de infle-
xidn (es decir, en dicho punto no hay extrem relativo).

o Asert (25

s .,
() 0+ 9 e 25 - 2

S E

Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los mximos y minimos dey = |x! = 91

(Propuesto en la Univ. Autdnoma de Madrid.)

9] descompuesta en tramos, segin el signo de x' 9. Para ello se

e e a funciny = |
v se estudia l signo de ' — 9 en los intervalos.

resuclve I ecuacion
frrgricer vy

) | 3 | G

X - 0six <3,
0,six

Es decir, a funcién y = [x! — 9| equivale a

o, 3,
25x< X -9six >3

o existe, si X = 3,
25

25x>

ym0 = x=0 = x=0.

Comoenx = =3y x = 310 existe ", pero si exise y, son puntos crticos los de abscisas =3, 0y 3.

Se estudia el signo de y* en los intervalos (~e2, —3), (-3, 0), 0, 3y G, +):
Xm0 | @) Gt

¥ - = | = 0 =

La funcién es decreciente en los intervalos (-2, —3) y (0, 3) y creciente en los intervalos (-3, 0)y
G+ o).

Enx = -3yx = Jexi ivos, puntos (-3, 0)Y 3, 0jenx =
punto ©, 9).

. Descomponer el nimero 36 en dos sumandos, ales que su producto sea maximo.
i uno de los sumandos es x, €l oo ¢s 36
La magritud que ha de ser méxima es el producto p = x(36 — x) = 36x —
Derivando respecto a x ¢ igualando p* a cero, se obtiene:

P e36-2=0 = =36 = x=18




Calculando p* y sustituyendo en ella el valor de x que anula p',se deduce:
pr =2 = p (1) = 2<0 = miximo,

Por tanto, los dos sumandos son iguales a 18.

Descomponer el imero 36 en dos facores,tales que su suma sea minima.

st et s

Hallando s* y sustituyendo en elalos valores de x que anulan s, se tiene:

PN
50 = g = 3 >0 ~ minimo,

n '
S = = -1 <0 = méximo.

umbos son iguales

son iguales s la suma mixima.

el cuadrado del segundo sea minimo.

i uno de los sumandos s x, ¢l otro es 36

La magnitud que ha de ser minima es la suma s = 2¢¢ + 336 — X
Derivando respecto a x ¢ igualando s a cero, e obiene:
. - oz w 2l - x w26 108
S =y 606 %) = 100-26 =0 = 10x = 216 e

Calculando s* y sustituyendo en ela el valor de x que anula s, resul

0 (1) <1050 = midmn

o5 w0ows 7
Z,

108
Los dos sumandos son g™ 36 Z

. Determinas los puntos de y* = dx, taes que su distancia al punto (3, 0) sea minima.

(Propuesto en a Univ. de Barcelona.)

Sean (x, ) los puntos pedidos.

debe ser minimo el cuadrado de el Es deir, la magnitud que debe ser minima es
@D (= (-84 16 + = A+ 16




Derivando respecto a x ¢ igualando D"  cero, se deduce:

D =420 2=d + x=2

Hallando D* y sustityendo en lla el vlor que anula D', se tene:
D =2 = D'® =250 ~ miimo.
Los puntos pedidos son (2, 2V2) y 2, ~249).

11, De todos ferencia de radio $ e, geudl i g

Sean x ¢ y los lados del rectdngulo; su diagonal coincide con el didmetro de Ja circunferencia,
d = 10 cm. Aplcando, pues, el teorema de Pitdgoras, se obtene:

Hay=100 = y=Vi0-%.

La magnitud que ha de ser mixima e e irea del
rectdngulo, A = X -y, Por tanio:

A= x- V100 - ¥ = VRII00 - ;.
A= Vi - ¥

Derivando respeto a x ¢ igvalando A"  cero,
sia:
w00 10020
2100 — 100 -
eSSV

S0~ 100-2=0

s
St vl 1 ol , s aue una ot debe s poi,
Calclando A"y sustiuyendo e ell e vaor 5, = +5VE, s deduce:

T, 200 -2
~4x V100 - ¥ ¢ S
210 00— ) + 30 -26) 3 006
100 - (100 - x3 V100 - (100 - X2
L aresg o HESE ST es000E 150005
AL (100 - 507 B +250V2

Los lados del rectdngulo son x = SVZ em ey = V100 - 50 = 50 = $V2.cmi se trata, pues, de un

cundrado.

12. e todos los recténgulos de perimetro 20 m, scudl tiene drea mixima?
Sean x e los lados del rectdngulo; como su perimetro mide 20 m, x + y
La magnitud que debe sr mxima es el drea del retingulo A = Xy = X (10 = x) = 10x
Derivando respecto a x ¢ igualando A a cero, s obiene:
A=10-220 = =10 = x=5
Hallando A" y susituyendo en el el valor que anula A, resulta:
AT=-2 = AT =-2<0 - mbximo.

0m.

Las dimensiones del rcténgulo son x = $m ey = (10 — ) m = § m; por tanio, s un cuadrado.

o7



B inscritos en una ci i 5 dm,

Gl e 1. d = 10 dm: ABieando por ani, e teorema e PHAgorss, e s
PN

La magnitd que b de s mixim e o permtr delrcingulop = 2 + ). B dci
B = 2064 VIO F) = 26 + 2Vi00

Derivando respecto a x ¢ igualando p" a cero, se deduce:

i A B -
Vioo -
- IO F-2x=0 = Vi -
.m0 n Ve = SVE

Es vilida 10 1 solucidn x,, porgue es una longitud y debe ser posi

Calewando p* y sustituyendo en ela e valor x, = +5V2, resula:
a5

2100 - ¥ 4 — e
— 20w 2003420 m
100 -2 (100 - x) V100 — (100 — )
200 200 42 25
- P8V SR AL 20 o maximo,
L T T T A R

Los lados del rectdngulo son x = SVZdm ey = V100 - 50 = V50 = $V2 dm; es decir, se trata de
un cusdrado.

14. Delos is ircunferencia de radio § m, ;cudl es el o 2

(3f vo-mem =

o B
Sy -

~ XA dy =0 < x = 2Ty

A ] La magritud que ha de ser mixima s el drea

del il A = 20 Asi pues:

A=y Vily =y = Vyliy - ) = Vioy =y,
Derivando respecto a y ¢ igualando A" a cero, se deduce:
U L L
Wiy -y Vioy -y
La soluciony, no e vlid, ya que I altra deltidngulo no pucde s nul (v exisira e ridngulo
e ira sexa,por supuest, minima).

R R

%



para 2 7,5, uno por la por

¥ o 1 E-28 6
Spmsse A st - -2<0

Las dimensiones del tridngulo son x = 2175~ 7,5% = 433 mey = 7,5 m.

5.
conoce que su base mayor s un didmetro de Ia crcunferencia.

i it

circunferencia).
Enla figura adjunta se observa que o segmentos
B mider

10-x

= AB - AH =

Dl j0in,

Aplando l tsorema de f shra e l idngulo
recingulo ADB, se tiene:

10+ x

1
Lo it o e e i o o e A =223, s
A 0ex VIO-F Vo0 ¢ i v 100
2 2 4 :

Derivando respecto a x ¢ gualando A" a cero, resulta

0 32010020

Lo, i, u b ) el i b e s i

I 1 s
e o o

1
=76 "




2
+ 1004+ 1000

Al =

o104

10
a negaiv, cxise mximo para x = 3.

Vo = (10737
2

Al pasar A" de posity

st s = 2 535 ames winn

De todos los sectores de drea 1 s, eudles el de perimetro mi
(Propuesto en la Univ. de Salamanca.)

Sens 3 . teecvament, o aeo delstor, o
ae il o aue petcnce 1 scor y n st
dines) de sector, Como.arce = dngulo (rad) - raco,

s=enr = p = el drea del setor s

2
La magritud que debe s minima e l perimetzo del sctor p = 2 4 5 = 2r +

Derivando respecto a r ¢ gualando b’ a cro, se tiene:

Solamente s vilida 1a solucion ,, ya que s una longitud y ha de ser posi

Hallando p* y sustituyendo en el el valor que anula p’, se deduce:

4
- - =450 - minimo.
L e e im

volumen?
(Propuesto en la Univ. Politécnica de Madrid.)

Sean 1 y b, respectivamente, el radio y Ia altra del cono; e radio de la esfera ¢s R

La magnitud que debe ser mixima es ¢l volumen del cono V = - h.
Aplicandolteorema de Pudgoras enl idngulo c
ecuingulo OHB, resula:

Pal-stas
SRRl
B R

Por tano:

V= Faaon 1) b = Faow b
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Derivando respecto a h ¢ igualando V" a cero, e obiiene:

0 = B@O -3 =0 < b =0k =2

Ve = Faom - am) 5

es vilida, porque I altura del cono no puede ser nula (o existiri el cono y el
o vl bt opaea,

Caleulando V' susicuyendo en ella el valor que anula V", se deduce:

. X wve [ 2) i (n-2) .2
veoem (2] (o 12)- e
Las dimensiones dl cono son:

2 200 400 W 10V
L oeamyrn B e

dros inseritos en una esfera de radio 10 cm, geudl s el de mayor volumen?

b

18, De os i
(Propuesto en ta Univ. de Barcelona.)
Sean 1y, respectivamente, l adio y 1a atura del ciindro; l adio de a esfera es R = 10 cm.
Lo magritud que ha de ser mésima es el volumen delclindro V = 77« .

Aplcandocl erem e Pigorss n el nslo
recingulo OHA, se o

2+ (3)

W
00 = £ 4= 100 =

BECIEE Ao
Por tanto: 107
: Yl
5 i
w100 -2 e e 10on %
Derivando respesto & b gualando V" a cero, s deduce:
w 3 L nfs
Rl S T R e R S

P ———
e Vsl s el o e V', sk
S = v (BT) a2 B s <o - i

25 3

N I E

19, De todos los clindros de drea toal 4x e, jeuil e el de volumen miximo?

Seantyh,
Por tanto:
A=2moh+2eiadr o rohed=2 < h
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La magnitud que debe ser méxima es el volumen delcilindro V = 773 - . Es decir:
2

=w@ ) - -

Ve

B

Derivando respecto a 1 ¢ igualando V' a cero, e obiiene:
2

3

2= =0 = 2-30

‘Solamente s vilida a solucién r,, porque es una Iongitud y ha de ser positva,

Calculando V* y susituyendo en ella el valor que anula V', s deduce:

v et i+ v () o S e - i
V6 /5
Lot oot + E oz emyh - L0 2Ty

20, De todos los conos de drea lteral 2x dm’, scudl es el de volumen miximo?

lateral del cono

Sean, hy g, respectivament, el radio, I alura y s
2

Ac=arog=2rdmt < g
La magnitud que tiene que ser mixima es ¢l volumen del cono V = {r’ h.

Aplicando el teorema de Ptdgoras en el tridngulo rec-
téngulo AOB, se tene:

PP

Derivando sespecto a1 ¢ igualando V" a cro, resula:
P S )

3 aarod

Unicamente cs vilida la solucion r,, ya que una longitud debe ser positiva.
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Para rarl hcloaboroso de Vs avrgua i~ 1,07 haceque ol vl el ono se sl
i Z 10 por la izquierda (1) y otro por

1a derecha (1,1):

V-t gei¥
iy Va- 146

i

Las dimensiones del cono son:

Z - 1s2dm.
g

. De los ortoedros de base cuadrada y drea total $4 m, zcud es el de volumen miximo?

San . respeivamete, a onid de s s s  de s s arales e rtodr;
el dreatorldelortocdro es &, = -y + 2¢° = 54 = y = =2

%=
La magnitud que ha de ser méxima es el volumen del ortoedro V = ¥’ - y. Es deci
$4-2¢ _ s- M-y

i :
eyt e V', s
I —

S6lo es vlida Ia solucién x,, porque se trara de una longitud y tiene que ser positiva.
Hallando V" y sustituyendo en ell el valor que anula V", resula:

¥ e v = 9<0 ~ oo
La longitud de las aristas del ortoedro son x = Imey = i 3m; es decir, el ortoe-
Iro de volumen méxi n L
. O s s e o e e i ¢
S

respectivamente, e radio y la ltura del cono
o D

La magnitud que debe ser minima es el volumen del

noV = LRt
cor IR-n
‘Como los ridngulos CDO y CHB de Ia fgura adjunta

son semejantes (el éngulo en C es comin a los dos y los
angulos en D y en H son rectos), se puede escribir:

b _ms o r R
@ T xTh

- R=

rh 5
. T,
x R
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depi

x’xth-r}’— W -2her = x=
or e, e = =L vl gt o
=
fpyx PR x AW
A R R
Derivando respeso s b gualando V*  cero, s ddie:
VT FMG-E R Wb
3 e CEE J

val. OB g« pwoahe0
3 u
A R TR S S
B
L By o . o o o e s sl i i o).
v hea

o e Vol e s . 5 )
uno por la izquierda (4r — 1) y otro por la derecha (4r + 1):
Pl 1 - ) x 6R -8 e r o6

viar-n=1
D T - 3 CE:
B

Vir-n-X 3

@-n=t. 2=t
R e RS S TR R )
T+ ) - af 3 b

5 PR I
vy - TE S

Al pasar V' de negatva a positiva, existe minimo para h = 4 1.

Las dimensiones del cono son h = 4ry R

n e, e ik sum

iluminadas en ambas esferas sea mixima?




(Véasela i

sura anterior.)
La magnicud que ha de ser maxima es la suma de las dreas iluminadas.

Sean h y ', respectivamente, as alturas de los sectores esféricos; Ia suma de las dreas de ambos
scctores es:

P R e
s i e e ad
a0 = 007, L g OP PO~ 4~y apando

crons 4 i 1t wingio einplos TP 3 0" st
or=oroa + 0a=20 L ho Ly

o

PO’ ADY > ADY =

Es decir, la sum de fas dreas luminadas s pucde escrbi
seafe-2)er (v -255)]
a
Derivando especto a x ¢ igualando a ceo a derivada, ~- = 0, s abtiene:

@
&.;,[L_ i ],,,.L
o e ¥

e(f D enn

R
Como x y d — x son longitudinales, deben ser positivos; por tanio:

R (o R e 2

e deduce:
s [ 2% 0 ] [Ir’ £l
-2 B B
o x @0 R
el valor de esta derivada segunda para x = ;snzpuw. porque x’y (d - ) son posi-
+ ‘/'r GEa

i o i 6 XY

4
el punc uminso ey que s & s disania x = - el cno de
gl Ve
4. Sabi i i aue alpar-
tilo en dos trozos Ia deprecacion es mixima si son iguales.
(Propuesto en la Univ. Autdnoma de Madrid.)
4 i el

Seanpyk
precio y el peso.
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La mixima es i 1 diamante al parirlo en dos
rozos. S uno de los rozos pesa , €l otro pesa p —
La depreciacion d en tal caso es:

d=kep o ke 4 ke -0 - KB
Derivando respecto a x ¢ gualando d" a cero, s tene:

- - %] = k@px - 20).

»
2

P-4 =K -20=0 = p=2 ~ x=

Hallando d* y sustituyendo en ella el valor que anula d”, resulta:

o =2k -k = 0] e k<0~ mbxim,

Por
son iguales.

o funcion £ e . 2 s
mo relativo en el punto a? Razonar Ia respuesta. En caso

(Propuesto en la Univ. Auténoma de Madrid.)

@
mativo, mostrar un ejemplo.

Alser (@) = 0, pu
s PEFQ por ser (a) = 0, también puede tener en x = & un punto de inflexin.

derivadas sucesivas. Si la primera derivada sucesiva no nula en x = a es f©(a), segin que n sea par
impar, se tiene:

* Sim es impar: a funcién £(x) presenta en x =  un punto de inflexion (con tangente horizontal).

cuando (a) < 0: Ia funcion £(x) tiene en x =
cuando *(a) > 0: Ia funcion £(x) tiene en x

* Sines par:

0 nula ha de ser de orden par y negati
Un cjemplo puede ser la funcién f(x) = ¥ - 2¢¢ + 3.

Calculando sus derivadas primera y segunda e igualdndolas a cero, resulta:

P O P ¥

(=200 - 243 = 0 =0 ~ X0 - 29

u 6
0~ x=0x= =g

Ambas derivadas se anulan para x, = 0; por tanto, en dicho punto la funcidn puede presentar un ex-
rem (i o i) Rl o w punto e e,

Para resolver i i paray, = 0:
00 = 606t — 48x mm S0 0 = 120848~ 14

Como Ia primera d s par (es Ia deri ¥ negativa, la funcién £(x)
et st o e




TEMA I11-3.1. — Representacion
grafica de funciones
Ejercicios resueltos

1. Representar a funcion y = X' — 6% + 9x —
(Propuesto en la Univ. de Sevile.)

« Por s funcitn polinémica es definida para todo valor real de x.

« No hay simetria especto al origen i a ninguno d los cies O, Oy.

« No tiene astatotas por sr funcién polinsmica. Sélo admite rama parabdiica segin el ce Oy:
K,y e

« Puntos de cort con los cjes son:

X4
o

6o

% por Ia regla de Ruffin

16 9| 4 o nEi-se 9= 0d S rd=0x
L) 4 = D= D -9 =0 x = 1 @oble) %
v o

Son puntos de corte con el eje Ox: (1, 0y (4, ).

conetox: 3
¥

L4

cmdon (1776 4%

Y =060 90— 4ym—t
Es punto de corte con el e Oy: (0, —4)

« Dela primera derivada:
Yo B 12492 - =Y =0
==
(1) = 0y £ = ~
y>0six<hy <0sil<x<3
¥>0sx>3
Por anto, (1, 0) es méximo y (3, ~4) es minimo.

En (o, 1 s creciente, en (1, 3) es decreciente y
en (3, +20) es creciene.

* De la segunda derivada:
= 12m 0%

)
y<0six<ny > 0six>2

Por tanto, (2, ~2) es punto de inflexién.

Es convexa en (=20, 2) y cbncava en (2, +).

En la figura aparece a representacion grfica de la
funcién.



2. Representar grdficamente la funcion y =

Wod=0=x=d-x= 22
e

=

»
=, no existen asintotas paralelas al eje Ox.

Como_tim_ —
y w 3
meim Leim =¥ -3
xmo X xme KX g X
‘Emm(y»!x)flllm.(le‘—!x):xﬂma o

por tanto, y = 3x e asintota oblicua.

* Cortes con los ejs y con la asintota oblicua:

¥
N 3
| i
xe0 Jyen

tienen solucitn comin x = 0 = (0, 0)

* Dela primera derivada:

=0-38¢ — 1) = 0
Vi

“x =0y

+ Delasegunda derv
020 = 70—
@ =9
26— 90 = 360)
5

™

—Vi2 hay un mé hy
punto de inflexin.
En I figura apareceIa representacion gréfica de Ia funcién.
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3. Representar grificamente la funcion y = x* - &~
(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)
* La funcién exste para todo valor real de x.

* Essimétrica respecto al e Oy, ya que:
o) = (2t e

1as al je Oy. Calculando por Ia egla de I'Hopial:
lim
resulta que y = 0 es una asintota horizontal.

* Cortes con los ejes coordenados (y con la asintota):

EI punto de corte con ambos cjes cs: (0, 0).

* La primera derivada es:
20 400 =%+

=2 4 20 e = 3 — K)o
Dey = 0 tene 5= 4L
* La segunda derivada es:
D

S -6 e 4 @x = 2 e
=@ =108 + xh e,
Como (0) = 2+ = 2> 0y £(0) = 0, en (0, 0 hay un minimo.
—4- ¢ < 0y (1) = ¢, en (=1, €7 hay un méximo.

Como F'—1) = @ = 10 + 4 - !

Como (1) = —4+ 1 < 0y (1) = ¢, en (1, ¢”) hay un miximo.
Howela0@ageia SDEST 3290

De2 - 106 + 4

anx 2
7
La representacion grfica aparcce en a fgura que va a continuacidn:

hay puntos de inflexion.




4
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Represeiargrficamente o funcion ' = .

(Propuesto en la Univ. de Valadolid,)

Hay que esudi

el signo de ~—— segin los distintos valores de x.

Six<0, negativos; por tani 0. Six > 1,
lo es. Sin embargo, s 0 < x < 1, ¢l numerador
ivo y el denominador es negativo; por tanto, el cociente es negativo.

1 campo de existencia es (~, 0] U (1, ).

Nota; Obsérvese que x = 0 pertenece al campo y no as{ x = 1, ya que para ¢l no exist

* La funcién es simétrica respecto al e Ox, ya que:

0

ntinuacion se estudia a rama posiiva y = +
es simética de a positiva respecto al cie Ox.

*Larecax

s asintota paralea aleje Oy, puesto que lim.
X

Caleulando lim,

s asintora paralel al cje Ox.

1, resula que la recta y = 1, (y

—1 para Ia rama negativa)

* Anulando I primera derivada

(0 que s falo), que

indica que no hay puntos extremos relaivos.
Ademis, como ¥ < 0 para todo valor de , a funcidn es decteiente en cuslquier punto.
» Cortes con los ees coordenados:

e

« Algunos valors son:

Paax =2y« VEparax = 1 =y

va e la de trazo discontinuo.



5. Represetargrifcamente o funcion'y = 2.

(Propuesto en a Unis. de Ledn y en la Univ. Camplwem de Madrid.)
« La funcién sélo esud definda si x > 0.
« Carece de simetras

B S R ——
3 x=0 1 x=0 %
e MO domy -

« Cortecon e e de s
Inx

y-lx

2 e 0+ = 1. El punto d corte con e e Ox s

« Anulando la primera derivada:
X Vs —nx

y=

I —lnx=0inx
@) = Ve(=037).
Six< ey > Osix> ey <
alaizquierda. gt g
“ha y tint un miimo relativo en (¢, 1/,

« Anulando a segunda derivada:

s =0 -l

v

Jilnx = 32x = &7 = VO (= 4,485

X2 e Belax < 0ex3 + 200 = 0:20n
100 = 2 (= 039, B o (V8 ) e pun deneion.
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+ Algunos vlores s
Parax= oy =2omn (= 139 2y -2 oy
wax =ty =2 nd (= - tnpean =2y = B2 (039

En la figura anteror aparece Ia representacion gréfica de Ia foncién.

Solucién de los ejercicios propuestos

ara realizar el estudio y hacer
a continuacion se tienen en cuenta los siguientes pun

1. Dominio de definiciéo.
2. Simetrias.

3. Periodicidad,

4. Continuidad.

5. Ramas parablicas. Asitotas.

6. Puntos de corte con Ios ejes coordenados y con I asintotas.
7. Intervalos de crecimiento. Extremos reltivos,

8. Intervalos de concavidad. Puntos de iflexion.

Representar gréficamente lassiguientes funciones:
Ly=w - 66+ 0

1. Domirio de definicion:

El conjunto R de los nimeros reses

2. Simetras:

L i igen. [Es
trica respecto al punto (2.2), como se observard al efectuar su representacion grdfica.]

. Periodicidad:
No es funcién periodica.

. Continuidad:

Es funcion continua en todo su dominio de definicién.
5. Ramas parabelicas. Asintotas
10 o &

Como lim
- lim oy =-wy lim oy = +on.
X x=te

L curva no tiene asntotas
6. Puntos de corte:
Conelcje Ox ¥~ 66 + 9% = x(x =3 = 0 =+ x, = 0,% = 3 (doble) = puntos (00)y (40}
Con el eje Oy: parax = 0, setieney = 0~ punto (0,0)




7. Intervalos de crecimiento. Extremos relativos:
VeI 120 9 = 30 - a4 3
=0 = m= L3

Son puntos critcos de los de abscisas 1 y 3.

Se estudia el signo de ' en los intervalos.
definidos por los puntos crtico

D3 | G

La funcion es creciente en los intervalos
(=) y (. + ) y decresiente en l inter-
valo (1)

Hoy o oo cae o (1) y
un minimo relativo en el punto (3.

8. Intervalos de concavidad. Puntos de inflexion:
Y ome- 2= 6= ¥ =0 = x=2.

Es punto critco de y, de segunda especi, e de abscisa x = 2.
e 2y @4 ), d "

segunds especie:

En el intervalo (~m,2) y* < 0, por anto, la uncién es convexs; en el intervalo (2, + ) y” > 0,
es decir, la funcién es concava.

El punto (2.2) es punto de inflexion,
La representacitn gréfica aparece en la figura anterior.

Ly =X =26

1. Dominio de definiion:
El conjunto R de los nimeros reales.

2. Simetrias:
L : [
216
respecto al punto ( -, — - ) como se observari al efectuar su representacion gréfica.]
R
3. Periodicidad:

No es funcidn periddica.

4. Continuid

Es funcion continua en toda la recta eal
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5. Rams parabélica. Asintoas:
Comotim X 4 n, 1 curva present dos ramas parabicas segin el e Oy; ademds,
- m W = -ey Ny = +e

o et

La curva no tiene asintotas.

Puntos de corte:
Conelcje Oxix' = 26 = X = 2) = 0 = x, = 0(doble), x; = 2 = puntos 0,0)y 20).
Con el je Oy: para x = 0, resulay = 0 = punto 0.0).

Intervalos de erecimiento. Extremos relativos:

B

4
R

Son puntos criticos de y los de abscisas

0y 5.

Se estudia el signo de y* en los

erminados por los puntos critc

La funcién es creciente en los intervalos

9w i i

-

- Presenta un méximo reltivo cn el punto
©.0) y un minimo relativo en ¢l punto
-4 4 ;
7
=

8. Intervalos de concavidad. Puntos de inflexion:

¥ e Gx-4=20x-2; y =0 =

st e e, e i e s 2.

2

e sty s .2}
et o

2y <om -

(=3 ) <o (5+-)

o) st e




:
o 2,2 ) o e s
SO TS T
R —

y = 2=
(Propuesto en la Univ. de Oviedo.)

Dominio de definicion:
El conjunto R de los nimeros reales.

. Simetrias:
La funcién no presenta simetrias respecto de los ejes coordenados ni respecto a orgen.
Periodic

No es funcidn periddica.

. Continui
Es funcidn continua en toda la reca real.

5. Ramas parablicas. Asintotas:

)

Como i Y&~ e 1s curva presena dos ramas parabdlicas segin <l e Oy; adems,

lim oy = +ey lm oy = 4w

La curva no tiene asinotas.

6. Puntos de corte:
Coneleje Oy = ¥x = 1) = 0 = x = 0(riple),x, = 1 ~ puntos 0.0)y (1L0).
Con el e Oy: para x = 0, se tiene y = 0 = punto (0.0).

7. Tntervalos de erecimiento. Extremos relativos

3
0 = %, = O(doble), ;=

== 3= R 3y

Son puntos critcos de y los de abscisas 0y 5+
et dgtode - e o s defn
s por los puntos crtico

s 5)

;
s et e 2, 1)

3.~ 2 oo
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8. Intervlos de concavidad. Puntos de infleion:
=i o

@ - 1)
'
¥ =0~ xe0neg

'
Son puntos criticos d y, de segunda especie los de abscisas 0y

Lot oy L ve) (o.2):

P SR PR,

6
L representacion gdfica apacece en a igur anteior.
Gy
(Propuestoenla Unis. Compluense de Madrid)
1. Dominio de dfinicion:
El conjunto R delos nimeros reles.
2. Simetrias:

). com s oberar et s represetacion )

3. Periodic

No es funcion perigdia.

Continuidad:
Es funcien continua en toda la recta real.
5. Ramas parabdlicas. Asimotas:
.
como tim X = 4o, 1a curva presenta ramas parablicas segin el cje Oy; ademds,
lm oy = ey lim oy = +os.
La curva o tiene asniotas.

6. Puntos de corte:

Con el cje Oxi y = 0+ se trata de una ecucidn cibica que tiene dos
it i SRy kv e S e S e

Con el eje Oy: para x = 0, setieney = 1~ punto (0, ~1).

16



7. ntervalos de crecimiento, Extremos relativos:

Son ot g s s 1. )

Se studia e signo dey* n los intervalos dete
nados por los puntos criticos:

1)+t ot
.

wo( 1)

oo i bt .- 2

3 un minimo relativo en el punto (1, ~1).

8. Intervalos de concavidad. Puntos de inflexion:

x - 4 = 20x -

2
Es punto critco de y, de segunda especie, l de abscisa 5

oo e s 2 o 2.+ o d o i
bt

ot et <= ) < 0o o i cmes n et 2+ )

¥* > 0, es decir, Ia funcidn es céncava

o (2.~ 2 e o i,

La representacién grifica aparece en Ia figura anterior.

Ly = - 0+ D
(Propuesto en la Univ. Politécnica de Madrid,)
1. Dominio de definicién:
El conjunto R de los nimeros reales.

. Simetrias:

La funcién no presenta simetrias respecto de los ejes coordenados ni respecto al origen.

17



3. Periodicidad:
No es funcién periddica.

4. Continuidad:
La funcién es continua en toda la recta real.

5. Ramas Dlllbohns Asinton

S —wymh
s L.
La curva no tiene asintotas

6. Puntos de corte:
Con el cje OXiy = (x— IF (x + 1P = 0 = x = 1 (doble), x; = ~1 (riple) — puntos
A0y 10,
Con el eje Oy para x = 0, resullay = (0= 1@ + 1 = 1~ punio O.1).

7. Intervalos de crecimiento. Extremos relativos:

B L e N e ]

X 44X - 66— 4 1= 6+ IF G- DX Iy = 0 = x, = =1 (dobe),

Se estudia e signo dey* en losintervlos determi-
nados por los puntos criticos:

8. Intervalos de concavidad. Puntos de inflexion:
200 + 126 - 120 -

O+ 1) (5% - 20— 1

18



Se estudia el signo de y* en los intervalos definidos por los puntos criticos de segunda especie
x| emon | -0 | 0208 |

+o)

¥y - + = +

La funcién es convexa en los intervalos (~o»,
(C15-0.29)y (0.65; + <o)

1)y (0.29; 0,69) y concava en los intervalos

Los puntos (~1.0), (029

159) ¥ 0.69; 0,46) son puntos de inflexion.

La representacion grifica aparece en la figura anterior.

N IRT ST
(Propuesto en la Univ. de Valladolid)

Se trata de una funcién definida como una suma en Ia que algunos sumandos son funciones en

valor absoluto. Se considera la funcion definida en las zonas determinadas por las soluciones de
X=1=0 = x=1yx=0.

* Zoma 1, x < 0, se cumple que x ~1 <0 = [x=1| =1 -xyx<0 = |x| = —x por
tanto:

B R L IR RS P TP ) 2042, puaxe e,
«Zona 11,0< x <1, s¢ cumple que x =1 <0 = [x=1] =1=xyx>0 = [x| =x
por tanto:

Yoy m -t 4@ x| 4= loxtxextlae2 praxeOD,
* Zona 1, x > 1, s¢ cumple que x = 1> 0 =[x~ 1| =x=1yx>0 = [x| =xipor
tanto:

yen= -1+ %+l + I = ol 4R exsl=x+ 2 praxede).

e representa cada una de las tres funciones . y; €y, en su z0na correspondiente.

FEthuta e e e s pedope e i i dinn
I cic Oy en el punto (02)
¥ aue e pr vrice o punio cuya abcis e solucion de la ccuaeén y' = Zx 2 = 0~
1= punto (LD,

X+ 2 representa una pard-
hala rentada baca aroe, aue 10 cona a
o O, v o sl o 07 o= s 0
o e sbicia

Vo
o mx..n.s,. B ecmndion v
=0 = punto 0.2).

o La funcin y, = ¥ + 2% = x(c + 2) repre-
senta una pardbola, znmh hacia arriba, que
0.0y (-2.0) que

ot ] e Oy n € o 00 e e or

ecuacion y' = 2x
= punto (-1,-1).

La spreacin pilln sowee o fges
adjunt




Toy=xen-Is
(Propuesto en la Univ. de Barcelona.)

L ey

(Propuesto en la Univ. Autdnoma de Madrid.)

Dominio de definicion:

El conjunto R de los nimeros reales.

Se trata de una pardbola, orientada hacia arriba.
(l signo del coeficente e segunda grado es po-
sitivo).

L paribon cora sl ce O e b pusios cuyes
abscisas son soluciones de la

y=R4x-15=0 =

LomEVie |,
2 e

es decir, en los puntos (3,0)y (-5,0).
La paribola cort al cje Oy en el punto (0,-15).
El vt o pniocuys s s slucin de
a ecuacion

decir, ¢l punto (-1

o

La representacin gréfica aparece en la figura
adjunta.

2. Simetras
La funcién es siméria respeco al e Oy, ya que y(9) = Y(-).
3. Periodicidad:
No es funcién periddica.
4. Continuidad:
Es funcion continua en toda la recta eal.
5. Ramas parabelicas. Asintotas:

Larecta y = 0 (eje O es asintota h

Puntos de corte:

'
Conelcje Oxiy = ———
b 0+

Con el cje Oy: para x = 0, resulta y

tal, tanto  1a izquierda como a Ia derecha, porgue.

0 = imposible ~ la curva no corta al eje de

% L)

-



7. Intervalos de erecimiento. Extremos relativos:

=
T —_
e V0

E« punio e dey  d a0

Se estudia el signo de y* en los intervalos (~20,0) y (0, + ), determinados por el punto critco

Bui <07 50, oy s i sl
es decre

parax > 0y’ < 0, es decir, Ia funcién

A P TR ——

8. Intevalos de concavidad. Puntos de nflexion:
2061 SR Y
EEy YR 3
PP S 3
T T T
)|V -
| -
La funcén s coneava n o nervaos  ~,

5 \/—...),m.m..n.m
(VE)
tos s (Y. 2y (V32 o oo e s

La representacién grfica aparece en la figura siguente.

ll




122

¥

RN

(Propuesto en la Univ. de Baleares.)

L

. Intervalos de concavidad. Puntos de inflexion:

Dominio de definicion:
El conjunto R de los nimeros reales.

Simetrias

Es funcién simétrica respecto al cje Oy, ya que y(x) = y(-¥).

. Pesiodicidad:

No es funcién periodica.

. Continuidad:

Es funcion continua e toda a recta real.

Ramas parablicas. Asintotas:

Larecta y = 1 es asntota horizontal, tanto a a izquierda como a la drecha, porque
lin 0 =1

Puntos de corte:
Con el eje Ox:

0 = x=0(doble) ~ punto 00).

1

Con el cje Oy: para x =

esultay = 0 = punto 0,0)

Con a asintota y Sl xa¥al = 0=1 = impositle < la
curva no corta a l asintota.

Intervalos de crecimiento. Extremos reativos:

¥ =i y'=0~ x=

ux F
Es punto critco dey ¢l de abscisa 0.
Se cstudia e signo de y en los intervalos (2,0)y (0,+ ), definidos por el punto erco:

i 0)y" < 0, por tani sy’ >0,
es decr, Ia funcidn es creciente,

En el punto (0,0) existe un minimo relativo.

20 -3

i T

S i s .s,m-c,w.m.,.\/;y,/;.

Se estudia el signo de y* en I

mm(ﬁﬂwm




) [ 1 M ) P
(5
s (< ) (Y. ) s o e .

L representacion grifica aparece en I figura sguiente.

ll

Eree
(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid,)

Dominio de definicion:

La funcidn estd definida para todos los valores reals, salvo para los que anulan ¢l
denominador = - $x+4=0 = x = Lx=4

= dom. (5) = (-=.) U (1) U (4,4 ).

3. Periodicidad:
No es funcion perigdica
4. Continuidad:

Es funcion coninua en toda I recta real, slvo para x = 1y x = 4, puntos en o que presenta
discontinidades de segunda espei
5. Ramas parablicas. Asintotas:

La reeta y = 0 (efe Ox) es aintota horizontal, anto a I izquierda como a la derecha, ya que.

lim ¥ = 0.
X te
Laecta x = 1 esasitota vertial, tanto a I izquieda como a la deccha, porque.

lim 0 - +my lm ) = -
X1 X1



La recta x = 4 es asintota vertical, tanto a Ia izquierda como a la derecha, puesto que

lim y@ = -wy lm Y0 =+
x=4 e

6. Puntos de corte:

Con el eje Ox:

T et " Xm0 " no@o.
Con el ce Oy parax = 0,setene y = 0~ punto (00

7. Intervalos de crecimiento. Extremos rlaivos:
o8 Que anulan a y* (puntos ceo) y los punts de discontinuidad de '+
a-x

CEEEC

“0 - doxe0 =

Son, pues, £ ¥ty
dey’).

Se estudia el signo de y' en losintervalos determinados por los puntos criicos:

|2y |y | ey | @t
[

L -2, 2,49y
20y

1y, " ;
i ]  ~1), un méximo
relativo. ' &)

8. Intervalos de concavidad. Puntos de infexion:

s deir, | ¥ (puntos cero) y e
2xe2)
sy

0~ Womxs=0

naizrealenx = 41y

4y (14 Dy

i
(,4).

Ia concavidad; por tanto, el punto (~4,1; ~0,1) s un punto de inflexion.
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La representacién grdfica aparece en la figura siguiente.

"
- .
% '
o |
]
A 1
| 1
i :
i i
y=0 2 - | i
Y = o v @ 3 @ 3 % 3%
M |
A H
i i
I x=a
(Propuesto en la Univ. de Leon.)
1. Dominio de defnicién:
SE120 = dom. () = (Can=1) U (-1, U (1, .
2. Simenras
Es funcién simétrica respecto al eje Oy, porque y(x) = y(=x).
3. Periodicidad
No's funcién percdics.
4. Comimidacs

L “lyx=1
senta discontinuidades de scgunda especie.
5. Ramas parablicas. Asinotas:
La recta y = O (cje O) es asintota horizonta, tanto a Ia izquierda como a la derecha, ya que
lim  y() = 0.

La tecta x = ~1 es asintota vertical, tanto a Ia izquirda como  Ia derecha, porque
Y = 4oy lim yw
X1t
La recta x = 1 es asntota vertcal, tanio a I izquierda como a 1a derecha, puesto que
lim oy = -y lm oy = e
—r X1

6. Puntos de corte:
ConelejeOx:y

~ imposible = 1acurva no corta al e de abcisas.

Con el eje Oy: parax = 0, resutay = =1 = punto (0,

0.
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7. Intervalos de crecimiento. Extremos relativos:
Son puntos critcos de y los que anulan ' (puntos cero) y los puntos de discontinuidad de y
2

Son, pues, puntos criicos de y los de abscsas O (punto cero de y7), 1 y |
dey).

Se estudia e signo de y' en los intervalos determinados por los puntos crtios:

x| emen [ Lo | 0n [ 0w
v 1T -
La funcinescrciente n s intervalos (~ox, ~1) y (-1, 0y deeeciate en os intrvalos 0, 1)

Y, +oo).
El punto (0, 1) s un miximo reltivo
8. Intervalos de concavidad. Puntos de inflexién:
Tos que anulan y* (pus

continuidad de y” .

~ 6420 = sinrafes reales.

Por tanto, no existen puntos de inflexién.
e, de y 1

nuidad de y°).
Se estudia el signo de y” en I P

=
La funcion es concava en los inervalos (~os,

La representacién rfica aparece en la figura sigy
v '




(Propuesto en la Univ. de Baleares,)

. Dovisi de definicion
S O T U Ve,
Atora bien, factores e numersdory s
R-x+2 (x = 1) (x - 2) x=2
poEoke2 Gobe-d -

Fosrd G-De-9  x-4
S decir, aunque para x = 1 no estd definida la funcién, en dicho punto se le puede asignar el
1

valor (1) = -, que s l verdadero valor de 1 funcién (rcional) para

2, DU @+

Asi pucs, el dominio de definicién ¢s dom. ()
x-2
x4

En lo que sigue se estudia la funcién y =

2. Simetrias:
s simé-

L funcin
R e e e T o it o b ot ]

3. Periodicidad:
No es funcién periodica.
4. Continuidad:

P A, sl -
nuidad evitable, y para x = 4, punto en el que existe una discontinuidad de segunda especic.

5. Ramas parablicas. Asintotas:
intota horizontal, tanto a 1a izquierda como a la derecha, porque.

lim ¥

Larectay = les

imtota vertial, tanto a a izquierda como a la derecha, ya que

Larestax
lin Y0 = -y lim y() = +o
x4 x4

6. Puntos de corte:

Con el ¢je Ox: y = =0 = x=2 = puno (20

;
Contse o pun = 0oy =+ oo {0.4).

X=4 224 ~ imposible

Conlaasintotay 2o
Ia curva no corta a Ia asintora,

7. Intervalos de crecimiento. Extremos relativos:

0 = imposible.
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Por consiguiente, 1a curva 1o presenta extremos reativos.
Es punto critco de y ¢l punto de discontinuidad de y'; es dec
Se estudia el signo de ' en los intervalos definidos por el punto crit

. el de abscisa 4.

Tanto parax < 4 comoparax > 4,y" < 0; por anto, a funcién es decreciente en todo su domi-
nio de definicién.

8. Intervalos de concavidad. Puntos de inflexion:
é iy =0 = 420 = imposile

oz “, v impos
Por consiguiente, Ia curva 1o presenta puntos de inflexion.

y* enlos i el

. 4)y* < 0, por anio, i L @)y” >0,
es decir, Ia funcidn e concava.

La representacidn grifica aparece en a figura siguiente

v=) ! 1)

salvo en lo que

Nots: L v prsesada comesponde it sl — 1
serefiere al punto x =

)
(Propuesto en la Univ. Autnoma de Madrid.)



. Dominio de definicion:

A= =0 = x = Ox =1 = dom. () = (-0,0) U (0. 1)U (I, +)
2. Simetrias:

ric respecto I recta x = -, como se observard al cfectuar su epresentacion grdfica.)

3. Periodicidad:
No es funcion periodia.

4. Continuidad:

i 1 —oyx=1
discontinuidades de segunda especic.
5. Ramas parabdlicas. Asintotas:
Larecta y = 0 (ele O) es asintota horizontal, anio a I izquierda como a Ia derecha, ya que.
lim v = 0.

Larecax

0 s asinota verical, tanto a I izquierda com a1 derecha, porque:
lim y0 = 4oy lim y) = e
x=0 X0

Larecta x = 1 e asinota verical, tanto a I izquierda como a Ia derecha, pucsto que

Conde0xy « 2l =0 120 st -+ Wamasocons s
S ———
Son i oy1 -
RN L ————]
riees
SR T



8. Intervalos de concavidad. Puntos de inflxion:

0 = 606+ 220 - sin raices resls.

Por tnto, a funcién 1o presenta puntos de inflexion.
Tos purtos i s deci,los de

son i
abscisas 0 1.

d

La funcidn es cncava en los intervalos (20, 0)y 1, + o)y convexa en e interval (0

L representacién gréfica aparece en Ia figura siguiec.

e de simeria

oy :
YU

(Propusto en la Univ. Complutense de Madrid.)
1. Dominio de definicion:
L conjunto R de los nimeros reles.



2. Simerrias:
La funcidn es simétrica respecto al origen, ya que y(x) = ~¥(~X).
3. Periodicidad:
Noes funcién periddica.

4. Cont
E funcion continua en toda la recta real.

5. Ramas parabélicas. Asintotas:
La recta y = 0 (cie Ox) es asintota horizontal, tanto a la izquierda como a Ia derecha, porque
lim ¥ = 0.

6. Puntos de corte:

X 0+ x=0 = pumo(0).

Con el eje Ox:

Tee

Con el cje Oy: para x = 0, resuliay = 0 = punto (0, 0).

Intervalos de crecimiento. Extremos relativos:

(xS

Son puntos critcos de y Ios de abscisas —1 y 1.

0= x=-hx

Se estudia e signo de y* en los intrvalos defnidos por fos puntos ri
) | LD | e
_N._ ot B RS T
+ -
La funci i LDy, L 0
1 punso (-1, ~ ) e un misime reaivoy t punto 1, 3 ) un misimo relaivo.
5. Intevalos de concavidad. Puntos de infle
-3
e ZEZD L g a0 < A= =0 = i =Ox=VEx =
M ¢

Son puntos critcos de y, de segunda especie, los de abscisas ~V3, 0y V3.
i o signo de y” en los i I

V) | B0 | 0V | o8 e
T T

5% -l

L =VE) Y O, ,0)

A W——

La representacidn gréfica aparece en la figura siguiente.



15,y =

SR

(Propuesto en la Univ. de Baleares.)

. Periodicidad:

‘Dominio de definic

20 = x= Ly =1 = dom () = (-, ~1) UL DU+,

Es funcion simétrica respecto al eje Oy, ya que ¥(X) = ¥(-X).

No es funcidn periodica

Continuidad:
L i oo ot et v pre = =y = s Tos que pre-
senta discontinuidades de segunda cspeci.

Ramas parablicas. Asintotas:
La recta y = 1 ¢s asintota horizonta, tanto  Ia izquierda como a Ia derecha, porque

lim v

La recta x = 1 es asintota vertica, tanto a la izquierda como a la derecha, ya que.

lim oy = bey lim ) = .

La recta x = 1 es asintota vertical, tanto 4 1a izquierda como a la derecha, puesto que

lim v
X1

@y lim ¥ = e
X1t



6. Puntos de corte:

=0 = ¥ 4120 - sinmaicesreales ~ hcurvanocorta

Xt

Conelcje Oxiy =

al cje de abscisas.

Con el eje Oy: para x ~ punto (0,

= 1=1 = imposible ~

Se estudi el signo de y e s inervalos deteminadospor 10 punos ericos:
x Loy | Lo | on | ote
vl + | + | -1 -
La funcion es creciente en los intervalos (~eo, —1) y (1, 0) y decreciente en los intervalos (0, 1)
¥, +o).
En e punto (0, 1) funcionprsent un misimo v,

~ sin aiees reales.

Por tanto, no existen puntos de inflexién.
e e, I . es deci, los de

abscisas —1 y 1.
Se estudia el signo de y* en

La funcion es céncava en los intervalos (=, ~1) y (1, + ) y convesa en el intervalo (-1, 1).
La representacitn gréfica aparece en a figura siguiente.

EEEE MR X
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¥

=3

(Propuesto en la Univ. Auténoma de Madrid.)

Dominio de definicion:

S x=3=0 - x=3 = dom.(y) = (-2, UG, +).

Simeteias:

La funcién no i j i . [Es simé-
trica respecto al punto (3, 1), como sc observard al efectuar su representacion grdfica.]
Periodicidad:

No es funcion periodica.

. Continuidad:
B x=3,
nuidad de segunda especie.
Ramas parabolicas. Asintotas:
Larectay = 1 es asintota horizontal, tanto a 1 izquierda como a Ia derecha, ya que

lim oy = 1
Xt

La recta x = 3 es asinota vertcal, tanto a Ia izquierda como a la derecha, porque

lim oy = —ey lm oy = +e.
X3 x=3

. Puntos de corte:

Coneleje Ox:y = = punto (1,0

. .
conaore e b i)

Conlaasinotay ~ imposible

= 1a curva no conta a la asintota.

. Intervalos de crecimiento. Extremos relativos:

¥ ¥

TR
Por consiguiente, a curva no presenta extremos reativos.
Es punto

dey el punto de discontinuidad de y'; s decir, el de abscisa 3.
Se estudia el signo de y* en los inervalos definidos por el punto criico:

Tanto parax < 3 como parax > 3,y" < 0; por tanto, Ia funcién es decreciente en todo su domi-
hio de definicion.

Intervalos de concavidad. Puntos de inflexién:

ety 20 = 40 ibl
” ¥ ~ 420 —~ imposible.
wow



Por consiguiente, la curva no presenta puntos de infl

;s decir, e de absisa 3.
Se cstudia of signo de y* en los @

.3)y" <0, por anto, la i +a)y >0,
s decr, Ia funcion es concava.

La representacitn gréfica aparece en I figura siguiente.

y=1 ) 6.1)

(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)

‘Dominio de definicion:

o valoresrse, exepy

La funci "
dor = ¥+ x-2=0 = x =L ey e e U T,

2. Simetias

La funcion no presenta simetrias respecto de los ejes coordenados ni respecto al origen.

Periodicidad.
No s funcién periodica.

Continuidad:

1, puntos en

Ta rect
discontinuidades de segunda cspecic.



. Ramas parabdlicas. Asintot

Larecta y = 1 es asintota horizontal, tanto a la izquierda como a Ia derecha, poraue
lim oy =1

La recta x = ~2 es asintota vertcal, tanto a Ia izquierda como  Ia derccha, ya que

lim 0 = ey lm ye) = -
X2 X2t

La recta x = 1 es asintota vertca, tanto a la izquierda como a Ia derecha, puesto que

lim v = ey lim () = e
X1 X1t

. Puntos de corte:

ottt = i =0 R O < 0

Con el cje Oy: para x = 0, setieney = 0~ punto (0,0).
+x=2 % x=2 = puito 2, 1)

Conlaasintotay = Iy = ————
i ¥z

Intervalos de crecimiento. Extremos relaivos:

X9
T
Ve ey Y =0 o

dey dey,2y1 inuidades de y').

Se cstudia l signo de y” en los ntervalos determinados por los puntos critcos:

x| E=med | 20 | @D | 48 | Gt

y1I + | + 1 -1 -1+
La funcion es creciente en los intervalos (~e», ~2), (-2, 0)y (4, + e) y decreciente en los inter-
valos 0, 1)y (1, 9.

bt (3.8 i
Intrvalos d concavidad. Puntosde infleidn:
v a0 woeodm0
Y Ty Y
e quet -

son .o de abaciss 61
continuidades de 7).
Seesudi el sgno dey” en'los poros

x| b | an | wen | 6

o = 1+ =
Lat Dyi6 Dy [ 0y
ey

E punto (6, 1; 0, 9) s punto de inflexién.



La representacién gréfica aparece en a figura sguiente.

¥

.y =

-

(Propucsto en la Univ. Autonoma de Madrid,)

‘Dominio de definicién:
L fonion e prs oo s vl e, v par s e o denoin:
dor Al ) DU @0 U@ +a)si

0~ x=0x-a

= dom.
e adom, - 0D 05U s

. Simetrias:
respecto  l reta x = 31, como e observard al efectua su reprsentacitn gréfica)
Periodicidad.

Noes funcién perigdica.
Continidad:

E fundncontnu  tod 1 164 el ko X = 0% = . pnos s que s
diconauies o g

. Ramas parabdlicas. Asintotas

Larecta

0 (ce Ox) es asintota horizonta, tanto a a izquirda como a la derecha, poraue.




Sia <0, se tiene:
La recta x = 4 es astota vertical, tanto 4 Ia izquicrda como a Ia derecha, ya que.

lim 0= bey lm oy = .
La recta x = 0 es asinota vertica, tanto  la izquierda como a Ia derecha, puesto que

lim oy = ey lm Y= e
X0 x-+0°

Sia >0, resula
La recta x = 0 es asnota vertical, tanto a Ia izquierda como &

derecha, porque
lim () = ey lim ye) =~
X0 X0

La recta x = @ es asintota verteal, tanto a la izquierda como  Ia derccha, ya que

lim v = -wy lim Y = te

6. Puntos de corte:

ConclcjeOxy = ot =0+ 120 = imposible ~ Iacurva o coraal e de
abscisas. e
Conelcje Oy; i i =o.

7. Intervalos de crecimiento. Extremos relativ

u
LBt o mean0 - e
X - ap b 2

Sompunos o dey o d el & ERTTY —

Se estudia el signo de ' en los intervalos determinados por los puntos critcos

Sia <0, s tiene:

Sia >0, resula:

Asi pues, en los dos casos a funcién es recient en la pare de su dominio en 1 que x < 5 ¥

i n 1 s s omi e > 5.

1o (£, %) e m i i s o
. Itervalo de concavidd. Puntos de nfle
-l _*’,1‘ 0 = 6 - 6ax 4 20 = 0 = sin races resles.




Por anto, Ia funcion no presenta puntos de inflexién.
;s deir, los e

abicisas 0y a.
dia el signo de y* en por

Sia <0, s tne
x | = | @0 | O+

¥ + - +

x| o0 [ 08 | @

¥ convexa en a zona limitada por las dos asi

La representacion gréfica aparece en las figuras

e de simetta e de simetsia

L

sia>0

Nota: Consitese el cjecicio 13 de este mismo tema.

1.

T
(Propuesto en la Univ. de Barcelona.)
1. Dominio de definicion:

o
dor ~ x+1=0 ~ @, =1) U (-1, + )



. Simetrias:
La funcidn igen. [Es simé-
e Tepect B punto (1, 2 o 5 GbseTArE Al efehor o TeprEseaRon grfica.)

. Periodicidad:

No es funcidn periodica.
Continuidad:

Es funcién conti oda 1, sab
idad de segunda especie.

discon-

Ramas parabélicas. Asintotas:

La recta x = ~1 s asintota vertical, tanto a Ia izquierda como a la derecha, puesio que

lim

Asintota oblicua y = mx + n:

B D
g ke % oo TR
ae i poremie i (2oa)
R B e e
ko i 3= ..ol aln i i e 15 i
i
Con el eje Ox: X 0 = x (doble) — punto (0, 0).

x+1

Con el je Oy: para x = 0, se ieney = 0 = punto (0, 0).

xo1

Con la asintota y = x = I y = ~ 0=-1 = impo-

sible — la curva no corta a s

Intervalos de crecimiento. Extremos relativos:
Xt

S0 - X+ =0 = x =0 =

TR
5 de y los de abscisa 0, ~2 (puntos cero de y*) y 1 @iscontinuidad de ).
Se estudia l signo de y* en los intervalos determinados por los puntos criticos:

x| ey | @) | €L | 04

Son puntos cri

T N

La funcién es creciente en los intervalos (-9, ~2) y (0, +2) y decreciente en los intervalos
(2,-D)y (-1,0)

El punto (-2, —4) existe un méximo relativo y en el punto (0, 0), un minimo relativo.



8. Intervalos de concavidad. Puntos de inflexion:
2

[T

0= 220 ~ imposile

Por consiguiente, Ia curva no presenta puntos de inflexidn.

Es punto crtico de y, de segunda especie, ¢l punto de discontinuidad de y°; es decir, el de
abscsa ~

e estudia el signo de y* porel

En ol meralo (—x, 1)y < 0, por ano  fucitn s comess, n o meralo -1, + )
¥" > 0, s decir, la funcidn es cénea

La representacién grfica aparece en I figura iguiente.

5 9
i syex-
3 = s X
(-1, -2)
-3
&
PR
PR LAY
M
(Propuesto en la Univ. de Valladolid.)
Dominio de definicién:
L funid o s todos o vlrs e, pa s aue el e
DUd, ).
2. Simetrias
La funcidn no u n
3. Periodicidad:

Noes funcion pericdia.



4. Continuidad:
i o parax = 1,

nuidad de segunda especie.
5. Ramas parablicas. Asintotas:
Larecta x = 1 e asintota vertica, tanto a la zquierda como a I derecha, porque
m oy = tey lm oy = e
X1 X1

Asitoa obicun y = mx + n:
cme ML g Eedesel
x=tm X x= o Kond 4 x

ens lm e -m

el
[

xote

Es decr, la reca y = x + 5 ¢s asintota oblicus, tanto a 1 izquierda como a a derecha.

6. Puntos de corte:

. FaRakal e
onelcjeOxry = St AL | CGHI _,
cmddEony EEE «- 17

S 1 =0+ x = - (ipl) ~ punto (-1,0).
Con el ¢je Oy: parax = 0, resutay = 1 = punto (0, 1)
Rawemel o

Conla asintota y = x + 5ty T

-

B T L o Tt I

7. Tntevalos de crecimiento. Exremos elatvos:
EIN S VO VS U VS TP P TR
CE - )

3

o 10

D G-
CE
~1 (oble). x,

w-

Y0+ kD90 = x
Son puntosciicosdey losde abscsas -1, S (puntosceo dey°)y 1 (@iscontnudad e ),
Sectudinlsgno dey* n losievalos dterminados por los punos crtcos:
D | ey | 09 | 6

x| e

vl .
Ly, vy imtervalo (1, 9.

“
AT Si—

142



5. Intervalos de concavidad. Puntos de inflxion:

RO 6= 9+ 60 D=1 =36 P =9

=
o D9 -3 a9
LR :

OP-9¢ -+ 9 (X -9 -m-15) W+ _ Ha+D

Y CEUICET

)31 (sonti-

nuidad de y°).
Se estudia el signo de y* en los K

x | Emen | Enh | ore
¥ - + +

La funcion es convexa en el intervlo (~oo, ~1) y céneava en los intervalos (=1, 1)y (1, +).

El punto (-1, 0) es punto de inflexion.

La representacdn grfica aparece en Ia figura siguiente

e s wn g




B
%6
(Propueso en la Univ. Autinoma de Madrid)

nye

. Dominio de definicion:

Lag par P i denomina-
dor + =620 = x=3 = dom.() = (o0, 9) UG, +o0).
2. Simetrias:
j [Bs simé-
i 1 punto (3, 4 alefectuar | 1
3. Periodicidad:

No es funcion periodica,
4. Continuidad:

dad de segunda espece.

. Ramas parabgl

. Asinotas:

L recta x = 3 e asintota vertieal, anto 4 a izquierda como a I derecha, ya que

i s
oe dm o) -mie e s
x, 5
Por tant, larectay =+ 3 e asimon oblicu, anto a 1 aquirda como drecha
6. Puntos de corte:.
B
- xm VT 08l = ol - A1~ puntos 04130)y (2,415 0)
. 1 '
Concl i Oy parax = 0 setincy = 4+ puno 0, ).
e xes
Contaasintoay = 2121y = -
Rk ST e ~15 = imposible ~ Ia curva no corta a
astnton.

7. Intervalos de crecimiento. Extremos reatvos:

D02 N Mo -R-W o
-6 N '

¥



TR

-1
YT e

34 VT ~678; VI ~ -0,

Y=0 v X e-5=0 = x

ory | 0670 | 676 1)

x| w079
+

74

¥

oy o

Enel 740,

Intervalo de concavidad. Puntos de infleien:

- 926- N -4 -HE =9 G-N b=
Erey w-

79,

punto (6.

yo-
o6 s 9-X st 1

-3

18=0 ~ imposivie.

¥ =0~

Por consiguiente, a curva no presenta puntos de inflexion.
i i ;es decir, ol de abscsa 3.

Se estudia el signo de y* i a
¥* <0, por tanto, +e)yt >0,

)
es decir, la funcion es coneava,
La representacion gréfica aparece en Ia figura siguiente.
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Reme2

ny-
[y

(Propuesto en la Univ. de Valladolid.)

1. Dominio de definicion:

2, 1) U (1,9 U 6, +0).

dor = K- Sx+4=0 = % =dm=1 ~ dom )

2. Simerras:
La funcidn no presenta simetras respecto de s ejs coordenados

3. per
Noes funcidn periodica.

cidad.

Continuidad:
i oo e et i e 17X
pecic.

Es fu puntos enlos que presenta
discontinuidades de

5. Ramas parablicas. Asitotas:
es asintota horizontal, anto a la zquiesda como a a derecha, ya que
lim v =

Larecay =

La reta x = 1 s asintota vertical, tanto a la izquierda como a la derecha, porque
lin yo) = +ey lim ) = —.
- X1

L recta x = 4 s asintota vertical, tanto a 1 izquierda como  la derecha, puesto que

lm y) = -wy lm ye) = 4.
x4 x4
6. Puntos de corte:
X2
)

SN e2=0 - x

conasnony
S
om0 pun = 0ty = L pno (0,1,

Rime2
FEETY)

B T e
)

DR )

Con la asintota y = I:y =

' 1
= punto

=2 - x A

7. Intervalos de cecimiento. Extremas reativos:

O S T I (e P
[CEErEET R
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20 -2 - 1)
CRIEr

Dy =0 e 4o 2-11=0 =

AT 1236

de.y los de abcisas 1,93

Son
dey).

Se cstudia ¢l signo de y” en los ntervalos determinados por los puntos critc

[ oty |y | a1y | 0sse | em
™+ 1 « I - 1 -

funcién es decreciente en los inervalos (~
intervalos (-1,43; 1) y (1 1,93).

£ -143), (1L9% 4y (4, +20) y creciente en los
1 punto (1,43; ~0,02) es un minimo relativo y el punto (193 —5,98), un méximo reltivo.
8. Intervalos de concavidad. Puntos de inflexidn:

16 ) - D P

1200= 1) (6= 4 + 200 8) (= 1P (8¢ + 4+ 2)
o 3

T .mx—m:a)»(m-u.upmux soed)

B
Ry S e R R
ey ’
L 16+ B~ Bex 4 16) = (320 4 96¢' 4 e = 20)
B CErrEry ¥
16— 126 1328 + 236

G-

ESEE RS RS U

I
4 R

Esta ccuaci6n cibica tiene una raz real en x = 3,23 y dos raices complejas conjugadss.

X ), 1y 4 (s
continuidades de y°).

los

e | @

b [ a9 [wem
v N = +

La funci ; 3 23 1)
¥ b, +).
EI punto (-3,23; 0,09) ¢ punto de inflexion.

La representacién gréfica aparece en I figura siguicnt.



explicitas y = Como ambas ramas son simétricas respecto al cje Ox,
Vi
v =+ —=—, y sehalando en los apartados que comvenga lo referente a la rama negativa, que
Vx=1
corresponde a la funcidn y = ~ —
I’ i
negativa,

1. Dominio de definicion:

o anulan ¢l denominador — x ~ 1> 0 = x> 1 = dom.(s) = (I, +).
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Simetras:

s
respecto al cie Ox, ya que y() = —y(x)-

g3
ni respecto al origen

Periodicidad:

No es funcién periddica.

Continuidad:

Es funcién continua en todo su dominio de definicion.

o o 8 e st domiale G dfliln b ) prde soeberr
e existe una discontinuidad de segunda especie.

Ramas parablicas. Asintoias:

como tim Yo ym (.
xvte X xe4w

SR SRR

lim y@ = lim
x=1° x=1

la rama negativa, s6l0 a la derecha, porque lim y() = _lim
X1 x

. Puntos de corte:

Conel eje Ox:y = = =0 = x=0 — lacurva o corta al eje de abscisas, ya

que x = 0 no pertenece al dominio de definicidn de la funcién.

Intervalos de crecimiento. Extremos relativos:

Vi -
2x—1 20— - x-2
x 2= DVx=1 BrEny

Y20 » x-220 » xa2
Son puntos eriticos de y los de abscisas 2 (punto cero de y') y 1 (discontinuidad de ).
Se i de v n g mervaln (1,2 + ), dtrmlsnds ot s pusos os
i6n de

en cl dominio de defi
Wy | e




+ oo la rama

i i i -
negaliva es creciente en el intervalo (1, 2)y decreciente en el intervalo (2, + ).
El punto (2, 2) de la rama positiva ¢s un minimo relativo y el punto (2, ~2) de Ia rama negativa
s un méximo relaivo.

8. Intervalos de concavidad. Puntos de inflexién:

S
P e O SO T
ErE TR
i enoeen 4mx
e e e
Y a0« axa - xe
*)y 1 (discontinui-
dad dey”).

L L e ) L e e el
‘sunda especic en ¢l dominio de definicién de

Wy | @4
B3

T o 0. e G i o
e (422 ) 2306 ama syt o 4~ 27
s e s i

w230 dels

La representacion srdfica aparcce en a figura siguiente.




funciones exp Como ambas porciones son simétricas respecto al cje Ox,

anterior,

1. Dominio de definicién:

La funcitn estd definida para todos los valores reales que hacen positvo o cero ¢l adicando y

—4s0.
~130, A-1<0,
o33 (X4

delsistema 1)

Se resuelve cada inecuacion:

x-130

L (x31 L) - e
235 [F2hyna  [EBue m ~ 00
Solucien dlssema 2

<0 L (xSl (em L
Seresulve cadaimecancion: | 571, L%+ [0, 5~ [Ty < an

EI dominio de definici
21U @ +).

n es 1a unién de las soluciones de ambos sistemas —+ dom. () =

2. Simetrias:

respecto al cie OX, poraue y(x) =

o
i respecto al origen.

. Periodicidad:
No s funcién periddica

4. Contmidad:

E« funcien contnus en todo su domiio de defncin.

Enlos puntos x = 2. !
42 conserar que oisien dscontndades d segunda spete.

5. Ramas parabdiicas. Asintotas
Larectay = 2 o ala derecha,

el L l:h:_(i‘lf-,:]
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La recta x = -2 es asintota vertical de la porcidn posi mente a la derecha, ya que

i ore i (+EEL) « e mtamens - -ambns i

de Ia porcion negativ:

¥4
solamente a Ia derecha, porque

La recta x = 2 es asintota vertical de la porcién posidiva, s6lo a la derecha, puesto que

iy = i (+YEEE) - st e 5 2 i o o i

o4
inicamente a la derecha, ya que

o (i)
both

Rrn-8
-

de Ia porcion negat

Puntos de corte:

Conel cje Ox:y

Con el je Oy: para x = 0, se tiene y =

. Intervalos de crecimiento. Extremos elativos:

=9 =26 =)

-2y

Ym0 = N2+ 4=0 — sinraices reales.
Por tanto, la funcidn no presenta extremos rlativs.
Son puntos criticos de v los puntos de discontinuidad de y'; es decr, los de abscisas —2, 1y 2.

Se estudia el signo de y” en los intervalos (-2, 1) y 2, + ), definidos por los puntos ritcos en
el dominio de definicién de y:

n

La porcion positiva es decrcient  la porcidn negaiva e crecente en lo intevalos (-2, 1)y
@ o,
ntervalos de concavidad. Puntos de inflexion:
PN o G EX L)
i 26— - 1)
Woya-n
Y I O W S [ )
P ]
= = ) (o= 1)+ (= e 208
4= 96 - DV - D

-9

R




80 126 10 = (T 20036 x4 16)
-9 DV - oG-
3¢ 120 4 4 anx =4+ 16— 1)
T T e e TP T R e e
© - 16516 < 0

Jioh SsEati gt 3

e ot o e S ol S O s e e i

on, pucs, i los de absis ¥y
3 Gl 3
-~ enlk os (-2, 0), 0, 1)y . + ), de dos por los puntos.
e by S o o 2 et ey

2.0/

@)

i .0y (2,
L i 10y 2, i b

{5t e eyt (5 ) e et i sn s
it
oo it

arece en a figura sguiente.

lar a 1a utlizada en los dos efercicios antriores.
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Dominio de defni

La funcién estd definida para todos los valores reales que hacen posiivo o cero el radicando y

que no anulan ¢l denominador — 30y¢-1%0

c i 2
X =130 = dom.(y) = (e, ~1) U (I, +).

Simetrias:

respecto al je Ox, ya que y() = ~y(x).
La funcion es simética respecto al eje Oy, porque y(x) = y(-X)

en efecto, y®) = —¥(-x)

Periodicidad:
No e funcién periddica.

. Continuidad:

La funcion es continua cn todo su dominio de defnicion.

Enlos puntos x = 1y
deconsiderar qu i dscomiuidsdes g sefunds e

)

La recta y = I es asintota horizontal de la porcidn negativ, tanto a Ia izquierda como a la

Ramas parablicas. Asintotas:
Larectay = 1

mesoque m 309

R

La recta x = -1 es asintota vertical de Ia porcién posith

ZEL} s = - b v

. dnicamente a Ia izquierda, ya que

e (-

tieal e la porcién negati

. solamente a Ia izquicrda, porque

[
lm yw = lm (- -
X X1 [

La recta x = 1 es asimota vertical de la porién postiva, 5610 4 la derecha, pucsto que

R R —
e Ve
i o s, e e, e

o - o (o

lim y00 = lim
X1 X1
Puntos de corte:

[

T 0 4 1o 0 < s s reles

Con el cje Oxi y

o corta al eje de abscisas.



conlasinany = 1y = + |5

1
A 5 v cori
CEY]

-1
ol 5K R AN B

Conla asitota y

= im

7. Intervalos de erecimiento. Extremos relativos:

) - 2+ 1)

-~ 172

omo x = i icion de a funcién,
relaivos,

‘Son puntos cricos de y los puntos de discontinuidad de y'; e deci, los de abscisas —1 y 1.

i g 1)y (1, + o), determi et
cos en el dominio de definicion de y:

@)l
e B e o ol 101

. It d conceida, Purtos de nfsién:
Ve - 2D s e
W -+ 1)
BN :

ST TRy BT 2T LB
P o+ Vi
(4 1)+ 6000 + 1 + 2
@-ne e V- D

V)

(24 D) 4 (6 4 6) + @64 = 29)
SDE V- DR D

ot v aie2 200 + 20 4 1)
E-DEVE-DE D @ -+ DVE- D)

§7 =0 = 204120 = sin raices resls.
Por tanto, Ia curva no presenta puntos de inflexion.

inuidad de y*; es decr, los de
abscisas —1 y 1
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i * en los i DY@, ), por
de segunda especi en el dominio de definicion de y:

) [ 04w

' s concava y Ia porcidn negativa es convexa en los itervalos (~o», 1) ¥

La porcion pos
, +e)

La representacion gréfica aparece en la figura siguiente.

dfica de Ia funcién de forma

similar a I seguida e los res cjerccios anteiores.

1. Dominio de definiién:

La funci6n est defnida para todos los valores reales que hacen positivo o cero el adicando y
X4
¥l

1#0.

>o0yx

que no anulan e denominador
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. Periodi

Las condiciones len 2 uno de

X it - [Azise

Solucion del sistema 1):
Se resuelve cada inecuacion:

~430
o150

(=, =21 U 2, +)
o, DU Q)

x<-2yx32
x<-lyx>1

- 2, UL+

Solucidn del sistema 2):
EibH
“i<x

- (38 - e

1 ol ds daficdn 1 wid e o hicosds mmbs s+ dom, )=
=, -2 U (L DU R+

. Simetri

ca respecto al je Ox, ¥a que ¥(9) = —y(¥).
La funcion es simétrica respecto al cje Oy, porque y(x) =

bt b e

No es funcion periedica.
Continuidad:
Es funcién continua en todo su dominio de defnicion.

Enlos puntosx = —1y
consibis s i dscomivailain ds e wpec

. Ramas parabdlicas. Asintotas:

Larecay =

mesoqe i

Larecta

i im0+ (-

La recta x = ~1 s asintota vertcal de Ia porcién posiiva, dnicamente a la derecha, ya que

o st (+ YEE) i = b s s il
N

. solamente a la derecha, porque

e, (V-

de la porcién neg
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La recta x = 1 es asintota vertcal de Ja porcidn positiva, 5610 a Ia izquierda, puesto que

+o0; 1 recta x = 1 es también asintota vertcal de

s s s 't .
T Ry sy
ELEE A

—oaR

6. Puntos de corte:

ConelejcOxy = +

0= x

= puntos (-2,0)y @, 0).
Con el eje Oy: para x = 0, resultay = +2 ~+ puntos (0, ~2)y ©, ).

dexo1 o 4=l impo

Conlassintotay = ~1iy I e T

sible = Ia curva no corta a Ia aintota.
7. Intervalos de crecmiento. Extremos relativos:
R )

¥ =0 = x=0.

+
Ve -1 o - 4

.

st s signode y n o teralos (- 2. (-1, 0,0, 1)y . +=)deteminadospor
Tos puntos crticos en el dominio de defincién de

[ =D | €10 | e | esm
T = | %
-2)y (-1,

.07, = porsin i e s e 2, 3 (-, 0 dcen-
pAchad ot it

Elpunto 0, i im elat ~2) de a poreisn nega-
iva es un masim reltivo.

8. Intervalos de concavidad. Puntos de inflexion:

P I G T R
z~/(x—‘~ Twh
@ope-

300 - 1) (8 = ) = 903~ 1P 0% - ) - W= 1)
[ ]




FT I Y e Y e
o= D - Vo - 1 -9

y=2

L Ox =15 4 12) - Ox' = 36x) - Ox' = 36

vt
B )
i o ¢ 28 4 12 T )

T R-DE-VE - -8 W=D -9V P -
BrVET® _ srei _as2
G g 3

¥ =0 - o420 4 N
e IR

X = —1T6yx ~ | ices real perte-
: por tanto, |

s .
4 s deci, los de

son
abscisas 2, 1, 1y 2.
Secstuia o g de 3 n o nervalos (~
crticos de segunda especie.

1,1y @, + o), definidos por los puntos
e Sitmion dey;

La porcion positiva es convexa en los intervalos (=<0, —2) y (2, + @) y céncava en el intervalo
(-1, 1) Ia porcién negativa es concava en los intervalos (~o, ~2) y (2, +<2) y convexa en cl
intervalo (-1,

La representacién gréfica aparece en Ia figura siguiente.

i
x=lil g x
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160

(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)

. tntervalos de concavidad. Puntos de nflexic

‘Dominio de definicion:
El conjunto R de los nimeros reals.

. Simetrias:

La funcion es simétrica respecto al eje Oy, ya que y(x) = ¥(-x).

. Periodicidad:

No es funcién periedica.
Continuidad:
Es funcion continua en toda Ia recta real
Ramas parabdlicas. Asintotas:
La recta y = 0 (e Ox) es asintota horizontal, tinto 4 Ia izquierda como a la derecha, porque
lim  y() = 0.
X ze

. Puntos de corte:

Conclai Oxy = =0+ 20+ 120~ impoiic ~ om0 o
al eje de abscisas. Ll

Con el eje Oy: para x = 0, seieney = ¢ = 1~ punto (0, I).

. Intervalos de crecimiento. Extremos relativos:

¥ e eV y =0 < x=0
Es punto critico de y el de abscisa 0.
e estudia l signo de ' en los intervalos (~e, 0)y (0, +oo), defindos por el punto eritco:

< 0,3" > 0, por tanto, a funcién escreciente en el intervalo (~2», 0); parax > 0," < 0,
s deci, T funcion es decreciente en el ntervalo (0, +2e).

En el punto (0, 1) Ia funcidn presenta un méximo relativo.

¥ = e - 4 = 260 @6 - 1)

E“



DR SR UE ST E—

La representacion gréfica aparece en la figura siguiente.

'
Var
(Propuesto en a Univ. Auténoma de Madrid.)

By=

Dominio de defnicion:
El conjunto R de los nimeros reales.

2. Simetras:
Es funcién simética respecto al ¢ Oy, ¥a que ¥()

3. Periodicidad:

Noes funcion periodica.
4. Continuidad:

Es funcion continua en toda a recta real.
5. Ramas parabelicas, Asintotas:

La recta y = 0 (eje ON) s asintota h

izontal, tanto a 1 izquierda como a la derecha, porque
lim v

6. Puntos de corte:
i

'
ConeleeOxy m e m0 + — a0 = 120 ~ imposible ~ lacurvano
e Ox:y = = Ga=0 = posivle I

corta al ¢je de abscisas.
o O pens & - (o

Var

7. Intervalos de crecimiento. Extremos relativos:
'

Ve
s punto i de e d abscisa 0.

¥ =0 - x=0.

161



Se estudia el signo de y* e los intervalos (<o, 0)y (0, + ), definidos por el punto i
¥ > 0, por tanto, a fun en clintervalo (-,0) parax > 0,y" < 0,
es decir, Ia foncién es decrciente cn el imervalo 0, + ).

I

. Intervalos de concavidad. Puntos de inflexion:

1 g
¥ (€ = xe

Var

I S RS T

e

ya. .
\
Los s (-1, = son punto d infleion.
v -1, Jo( Tz )
La epresenaciongrfia parce en I figorasgsienc

3

de azar.
'
TTerw

(Propuesto en la Univ. Audnoma de Madrid,)

By

Do de defnicién:
Bl conjunto R de los nimeros reaes.

Simetras:
La funcién o




6

No es funcién periédica.
Continuidad:
Es funcion continua en toda la recta real.

. Ramas parablicas. Asintotas:

Latecta y = 0 (eje Ox) es asintota horizontal, inicamente a I izquierda, puesto que
lim y() = 0.

La recta y = 1 es asintota horizontal, solamente a la derecha, ya que lim  y(x)
xotm

Puntos de corte:

ConelejeOxiy = ———s= 0 — 1=0 — imposible — lacurvano cortaal ciede
abscisas, Lies .

Con el ee O: para x

0, resuta

~ 0.

s o[

T+el

Con la asintota y

S lelee0in o

~ 0= U™ ~ snsolucién -+ la curva no corta a Ia asintota
Intervalos de crecimiento. Extremos relativos:

¥ =0 = e ™20 ~ sinsoludén.

Por consiguiente, Ia curva no presenta extremos relativos.
Se estudia el signo de y':

Como en tod: ¥ inador de y* y>0
por tanto, la funcion es creciente en todo su dominio de definicion.

. Inervalos de concavidad. Puntos de infleion:
P Y W PR S R
¥ 0+ e :
B @y ety gt m ey
ety ey

B T e R

S lex=0 - x=

s it s e ,d e, s — .

et i de s s -~ ) (- .+ ) dcmodo por

‘punto critco de segunda especie [obsérvese que el signo de y* s el signo de ¢-(' * 0 —

Lva)




. s
e s ot i =, 1
1.1 o e i

e

La representacion gréfica aparece en la figura sguiente.

J s - ., 40

(Propuesto en la Univ. Autdnoma de Madrid.)

Domirio de definicion:

El conjunto R de los mimeros reales.

2. simetrias:

La funcién no presenta simetrias respecto de Ios ejs coordenados ni respecto al origen.

3. Periodicidad:
No s funcion periddica.

4. Continuidad:
Es funcién continua en toda Ia reca rel.

5. Ramas parablicas. Asinto

Lasectay = 1 es asintota horizontal, dnicamente a la izquierda, puesto que




6. Puntos de corte:
o o
Teer Trer

imposible —+ Ia curva no corta al eje de abscisas

ConclejeOxiy = 1+

Con el je Oy: para x = 0, resulay = 1 +

' 3 (
=2~ oo
Tres T2 P
7. Intervalos de crecimiento. Extremos relativos:

=)

T 0 = sin solucidn.

¥

Por tanto, a curva no presenta extremos relativos.

et -1
ey

¥ =0 = @t o)

in2 = 0,69.

Es punto critco de y, de segunda especie, el de abscisa In 2.

Se estudia el signa de y* en los intervalos (~ee, In 2) y (In 2, + ), determinados por el punto
eritico de segunda especie [obsérvese que el signo de y* es el signo de 2" — 1]:

x | =D | (02 +e)
7 + -
La funcién es concava en ¢l intervalo (o, In 2) y convexa en el intervalo (In 2, + ).

TS I —

La representacion gréfica aparece en la figura




Ay=

. Simetrias

Inix

. Dominio de defincién:

mento dellogaritmo  que 1o anulan el denominadr; s desir,
X=150yx20 = x>1 = dom. () = (1, +).

La funcion no i de ai

. Periodicidad:

No s funcién periddica.
o

La funcion es continua en todo su dominio de definicion.

Coni

En el puni
o ot s oo o s

Ramas parablicas. Asintotas:
Larecta y = 0 (cje OX) es asintota horizontl, dnicamente a la derecha, puesto que

i o=

v 1 s v s 0 i, e BE=

x=1* 5
P—
Cmetseon
T
. ol i, Estemo i,
- vmesy

X1
Y0 = x- - DI - 1) = 0.

La ccucion y’ = por tanteo,
solucion x = 4,6. (Estudiando Ia funcién = 1) Inx ~ 1)y haciendo su representacidn

sréfica se observa que dicha solucién cs tnica.)

oy1

ritcos de y los de abscisas

de definicion
@6 + o)




La funcion s creciente en el intervalo (1; 4,6) y decreciente en el intervalo (4,6; + o).
El punto (4,6; 0,27) es minimo relativo.
8. Intervalos de concavidad. Puntos de inflexion:

1 221 ) @ -0~ 20 - i

W= *

P L e e

20 + (3¢ = 5¢ + 20 I~ 1)
5y d

[

DGR =54 2= ) = (0 - 20)
7 E

o + 29 Inx — 1) 24
)

¥

o 20224 DI = D) = xGF =20 _ 26— D= 1) = 0% = 20
X 17 X )

¥ = 2= Blate = ) - ' = 20 =
Lasusitny
gl bttty Wi vl o b i Sl et
e riic s oberva i diha soacie 5 ko)

Tos de abs

), 0y 1 (@isconti-
nuidades de y*).

Se estudia el signo
el dominio de defini

a1 ervae il e 1o putios o e Segid G
deta fun

La funcidn es convexa en el intervalo
El punto (7,2; 0,25) es punto de inflexion.
La representacion gréfica aparece en la figura siguiente.

,2) y concava en el intervalo (1.2; + o).

y

'
H M
o
h




. Dominio de definicién:
La funcién estd definida para los valores reales que hacen positivo el argumento del logaritmo;

LS I

es decir,
La condicion anterior equivale a uno de los dos siguientes sstemas de inecuaciones:

a[3ricd

Solucion del sistema 1):

screntve adnnecneon (311228« (1277« 52 = v
Solctn del sisera 2

S oo catn i [ £ 1228+ (257 = x<t = md

o
: portano,
dom, ) - (oD U 2 4 2.
2 Simaias
L funidn s siméticnrspcto o rgen, 4 e
e = e s 2=
3. periodcidad
No e unci pridica.
4. Contmidat
La funcén s conin e tdo su domiio de deficion
e 23 - 2 a
-

5. Ramas parabolicas. Asinotas;
R it 720 o ) o s Bl et o o vt e
i

4, dnicamente a la zquierda, pucsto que

Larecta x = 2 es asintota ver m v
s

La recta x = 2 es asintota vertical, solamente a la derecha, ya que lim  y() = + o.
x=2

6. Puntos de cort

x+2
x-2

“2 w2202 -

Con el cje Ox: y 0~
~ imposible ~+ Ia curva no corta al je de abscisas,




7. Intervalos de crecimiento. Etremos relativos:

' '

x+2

y=log log(x + 2~ logtx =2 = " = Goge) (15

FEE)

Son puntos critcos de y los de abscisas ~2.y 2 (discontinuidades de y°)

@+

Asi pues, Ia funcidn es decreciente en los itervalos (~o, ~2) y (2 + ).

Finicidn de Ia funcidn.

8. Intervalos de concavidad. Extremos relativos:

o
Comox fcion de a funcion, & presenta puntos de
inflexion.

Se estudia el igno de y” en el dominio de definicion de la funcién.

- resulta que y* < -2
3 Ia funcion es convexa; y* > 0 en el intervalo (2, + e) y Ia funcién es concava.

La representacidn grfica aparece en Ia figura siguiente.

xe - x=2
I
'
'
'

-1 -6 -5 4




By
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S

(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid,)

1

Dominio de defnicion:

Togarimo: e decit, 25 > 0
E i equivale a uno de los de
[¥>0, <0,
2[Eihe [T
Solucitn de sistema 1)
xs0
(g>0 '
{xtis0 ™ |, 1 = (-50)ue o
3

Solucidn delsistema 2):
El sistema 2) carece de solucidn, ya que un cuadrado nunca puede ser negativo.
Asi pus, i fu 1 unién & i

(~teojue o
ot
La funcion no presenta simetrias respecto de los ejes coordenados ni respecto al origen.

Periodicidad:
No es funcién periodics.

por tanto, dom. ()

Comri
e e g e i S s
P
i o

Mo oy im 285D g i presema una
M e 2D

rama parabdlica en el sentido posivo del eje Or.

1-esasintota verial, solamente I izquierds, y que

Larecax =~

Larecta x = 0 es asintota vertical, tanto a I izquierda como a Ia derecha, porque

im 3w o
x=0
Puntos de corte:
Conelejexy =g i a0 = 5ot w wo2oia0 -
= x= 1 VI= 241 k= 1= V=041~ puntos 0 <041y (B 241).

Con el e Oy: para x = 0 1a funcidn 1o esté definida; por tanto, Ia curva no corta al cje de
ordenadas.



7. Intervalo de crecimiento. Extremos reltivos:

—mxomexen -y =22

T T

2o 24D
e e RN’

¥

y7=0 = 204 1) =0 = x = -1 (valor que no pertencce al dominio de definicién de la
Tuncion).
Por consiguient, la curva no presenta extremos relatvos.

" ., [
Son 20y -

de defnicion de Ia funcién:

e o ot s - .. o i 6,

8. Intervalos de concavidad. Puntos de inflexion:

20040 -2 s DEsD 200+ x-dd =S
@ o g
(4 4x 4 1)
R

7

Ym0 o X120 = x =243 02x ~Vi=3m.

Son puntos criticos de y, de segunda especie, los de abscisas —2 + V3, -2 = V3 (puntos cero
de'y®), 0y — 5 (@iscontinuidades de ).

en el dominio de definicién de la funcidn:

(0,50,

La funcién es concava en ¢l intervalo (-0,5; ~0.27) y convexa en los intervalos (~0,27; 0) y
@ +o). 5

El punto (~0,27; ~1,84) s punto de inflexién.

La representacion grifica aparece en I figura siguiente.



s0y-reen(sed

(Propuesto en la Unis. Auténoma de Madrid.)

Dominio de definicién:
El conjunto R de los nimeros reales.
2. Simerrias:

i P s o=

respecto s e I+ ey rspecto alos punios (5 + ke, 0 parak €2,

3. Periodicidad:
Es funcien periodica, de periodo T = 21.
4. Continuidad:
La funcién es continua en toda la recta real.
5. Ramas parabolicas. Asintotas:

La funcion carece de ramas parablicas y asintotas.

172



6. Puntos de corte:

Can el e O

xr e Rk e x=feke o

= pumos (5 + ke, 0) prak ez

Con el e Oy: parax = 0, resullay = VZ = punto (0, V2).

7. Intervalos de crecimiento. Extremos relativos:

ctm{ar £ 7 w0 = 15 Fete = xa-To tapaber

Se estudia el signo de y” en los intervalos que determinan los puntos critcos de y en e periodo

[ =
3

o sor e s oo e g i s b
e . e
{3+ 202+ 2 ) et ol + 25+ ¢,

ke

24w -2) pnkez

8. Intervalos de concavidad. Puntos de inflexién:

+ ke, parak €2,

R

Se estudia el signo de y” en los intervalos que
determinan los puntos riicos dey, de segunda

vt 5.2

Extendiendo por periodicidad estos resultados,
et gt 1 ol conve 10 it

(£ + 11055+ 13 ctaann
5

o et (45 20, 35+ ).

vz,

173
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o ot o s 5 1,0,k €2

La representacion grdfica es 1 que aparcce en a figura anterior.

.y = 2+ costx + 7).

(Propuesto en la Univ. Autonoma de Madrid.)

1. Dominio de definicion:

El conjunto R de los nimeros reaks.

fr—
L funin s st pops s s fni coencn desplaad o o, s i
i respeto s rcasx = Ky rspcto s punis (4 ke, 0. pua ke 2.

S —
R

& Conimias

La funcién escontinua en toda 1 rectaresl.
5. Ramas parabdlics. Asntoias:
La funcién no presents i ramas parabdiias i asintotas,
6. Puntos de conte
Con ¢ cie Ox:

i ;
[ES

Y= 2sen(t ) ¥ =0 4 x4x=ke = x=knpakeZ

os(x +H) =0 = x+r= > ke = x=% i ke = puntos

)

i P
(K27, 7 + K21) y decreciente en los intervalos (¢ + k2, 2(k + 1)7), para k € Z.
‘Son minimos los puntos (K2, ~2) y méximos los puntos (x + k2x, 2.
8. Intervalos de concavidad. Puntos de inflexidn:

T B T



D T e—
e, nclpeod | 3,55,

Extendiendo por periodicidad estos resultados,
setene que la funcion es convexa en losintr-

s
s {2+ 1652 i) i

L
s 2+ 12025 1 12,
marer
—

(5 tm0)matez

La representacion gréfica aparece en Ia figura

(Propuesto en la Univ. Autdnoma de Madrid.)
1. Dominio de definicién:
E conjunto R de los nimeros reales.

. Simetrias:

La funcion presenta las simetrias propias de la funcidn usenon; por (anto, es simétrica respecto

o recasx = 5+ ke y respetoalospunos 5 + ke, 0 ). parak € 2.
PpE—

L fonion o e, de period T
Pips—

[IERER— e —
P —

La funcion carece de ramas parablica y as

Puntos de cor
Conel e Ox

ssen2c=0 = ke = x= k3~ s K50 ) pumkez.

Con el eje Oy: para x = 0, resultay = 0~ punto (0, 0).

. Intervalos de crecimiento. Extremos relativos:

Yobend y' =0 w =T ke = x=g

K .puakez.

175
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.y =sen

Se estudia e signo de y en os ntervalos que determinan los puntos crtcos dey en e periodo

Extendiendo por pe

imerals (- + ke, 2+ ke )y it n o imeraos (2

cdad estos resultados, sc tiene que la funcidn es decresinte en log
st

ke,

).
e
o it s 3 0,3 i e 2 0,1, k2

8. Intervalosde concavidad. Puntos de inflexion:

= -l2sends vt =0 =

Tomtez
sty s

105 po lospuntos critcos de , d segun-
Gn eses en < perods 0,

<

Extendiendo eios resltados porperiodicidad,
e tiene que I foncion esconvex en los int

i1, sl e

o35+ knr s ke ke

oo s s s 2.0,
wnves

La representacion rafica aprece en 1a figura anerior

0

1. Domisio de defincion:
El conjunto R de los nimeros rales.

2. Simetsas:

respecto de lasrectas x = (4k — 1)y respeco a los puntos (8 + I

- 0, par
3. Periodicidad:
Es funcién periddica de periodo T = 8.



La funcion es continua en toda I recta real.
. Ramas parabolicas. Asintotas:
La funcidn carece de ramas parablicas y asitotas.
. Puntos de cor
Con el eje Ox:

~ puntos ((k ~ 1) 7, 0), pura k €2,

Con el eje Oy: para x = 0, resuliay

Hke o oxe (k4 Y mpankeZ

el perfodo

x | (m39 | Gnm

¥ + -

(8K - 17, (8 + 3)7) y desreciente n los inervalos (8K + 3)x, (8K + 7)7), para k € Z.
Son méximos los puntos (8K + 3)x, 1) y minimos los puntos (8K — 1), ~1), para k € Z.
8. Intervalos de concavidad. Puntos de inflexi

Y20 4 y=0 = x=(k+ DrpaakeZ,

en el periodo [, 97).
x| w50 | Gnon

v - +

i P
(8K + 1)z, (8 + $7) y concava en los intervalos (8K + 5)x, (K + 9)7), para k € Z.
‘Son puntos de inflexicn los puntos (8 + 1), 0, para k € 2.

La representacién grdfica aparece en Ia figura siguiene.

)

T 8T %

177



¥ = Asen (ox + o)
Los clementos de una oscilcion armsrica son:

* A amplitad; A] representa la misxima clongacion.

* s frecuenca; deermina e periodo T = -2 de Ia oclacion.

desfase; supone una traslacion de la curva y = sen wx a I izquierda del cje de ordenadas una
tongitud £

e g A A 4 55 5]

¥ = senin

1. Domirio de defiicion:

El conjunto R de los nimeros reales.
2. Simetrias:

La funién e simétricarespecto a s rctas x = k 5., para k €2,
3. Periodicidad:

Es funcion periodica de periodo T

L3
D) k- 2em@e D« T-

4. Contmtae

[ITSE—————
5. Ramas pasbtcs. Asiotas

L v o s rmasprcs i asors
. Puno decone

Con el cje Ox: y

sefdm0 < sen2x=0 o ekr - x=kg
-~ (6 5.0), sk
Con el eje Oy: para x = 0, resultay = 0~ punto (0, 0).
R
¥ dn a2 v 0 < e ke ke kD pukez,

5

periodo.




) decrecieni e tos mervaos (5 + k 5.k + 1 5 ), parak 2.

o minimos s punts 5.0 )y misimos os pures £+ 1.1 ) purak €2

8. Intervalos de concavidad, Puntos de inflexidn:

v =semas v =0« k= Tk~ xoEukE pkez.

Se i ol signo de y* onlos ineralos aue
determinan los puntos criticos de y, e segunda,

m*,mxmd.,[_ )
= x L’) 3=
58 0

¥ - +

Extendiendo por periodicidad esos resultados,
setiene que Ia fu

e
i (241 5,251 2) 7 s

a2+ 13,32 4 15),

prakez,

Son punos deifeion o puntos 5 + k.3

'
2

——

La represcntacion gréfica aparece en Ia figura anterior.
0.y = cof X
.y T

1. Dominio de defincién:
E conjunto R de los nimeros reals.

imetrias:
La funcién s simétrica respecto de las rectas x = kr, para k € 2.

. st
i i e de pedo T = 2.

. Conimit
L o cont o 1 s s,

5. Reas prbiicn. Asinios:
L e d s sl s,

. Cones com o
CondleOsy - w5 <0 = 2o F oke = xm x4 kae + pmoste + K2n,0,
ke

Con el cje Oy: para x = 0, resula

1= punto 0, 1),



“0.

180

7. Intervalos de crecimiento. Extremos relativos:

I
e und e - e

¥ =0 = x=knpnkez

©0)

20

i tiene que la funci
valos (k2z, 7 + k2n) y crecente en los ntervalos (x + k2=, (k + 1) 22), para k € Z.

‘Son miximos los puntos (k2x, 1) y minimos los puntos (x + k2x, 0), para k € Z.

8. Intervalos de concavidad. Puntos de inflexion:

! =
—gcosxi y7 =0

¥

x= 54 knpaakez,

udia el signo de y* en los intervalos que
determinan los puntos criticos de , de segunda
5=

speie,en e erodo | 5
i

Extndiendo po perodiidad stos esulados,

e A

M,M.MP n ),
mnter.

o s e it s £ + 15 1), 2

La representacion gréfica aparece en la figura anterior.

pe[eaiE):
PR ——
1. Damii de dein:

L unci s e pr s s vlrs

argumento para los que a funcion tangente no est definida; es decir:

Tk -
3 x

xe

de 1a variable, salvo para aquellos valores del

+ ke, parak €2



Simetras:

L I propias de la funcién Ia izquierda

una longiud % pr tanto la funcio s simtricn rspetoa s punis (- + ke, 0. para
rez

Perodicidad:

Bs funcion pertdicade perodo T = 5.

Continuidad:

La funcién s continua en toda I recta real, salvo en x

&+ kr para k €2, donde presenta
discontinuidades de segunda especie.

. Ramas parabdiicas. Asinoras:

s 4 krpanak €2
T+ knpnke

i, e un punto de discontinuidad de a funcion, resuta que.

i yw = 4wy lm v

Puntos de corte:

caawony e st v anea S e

(<5 +xm0) pnrez

Conel i O e x - ey ~ 15 <1 pano 0,1

Por consiguiente, la curva carece de extremos rlativos.

la i * > 0; por tanto,
1 funcion es creciente ¢n todo su dominio de defincién.

8. Intervalos de concavidad. Puntos de infleién:

sufo -3 )l w2l e = uf 3)

Feknpnkez

I Iyx=geke
x=f kg pnkez.
“ enlos por icos dey, de segunda

y
spce, en e peiodo | -, )
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Excindo por et o s,
e g i o s v e s i
Fokn k) ycomoaen

valos
T

L
st 5 ks 25 2 0 ) pon
ez

o s e i s s

(e momren
Lt et it s s
i

Dominio de definicion:

La funcion estd dei
anula el denominador

ta para todos los valores reales de Ia variabl, salvo para x = 0, valor que.
 por tanto, dom. (5) = (-0, 0) U (0, + o).

Simetrias:

¥

sncn _ senx
La curva es simétrica respecto al e Oy, ya que y(—x) = 20 S

. Periodicidad:

No e funcién periedica

. Continuidad:

La funcion presenta en x = 0 wna discontinuidad evitable; puesto que, aunque no estd definida

Ia funcidn en dicho punto, lim
X0

Ramas parablicas. Asintotas
La recta y = 0 (eje OX) es asintota horizontal, tanto a derecha como a izquierda, ya que

lim X oo,
. Puntos de corte:
ConelejeOxiy = *05 =0 = senx = 0yx#0 = x =k, parak€Z - [0l

. Intervalos de crecimiento. Extremos reativos:

el . o .= 05 o G 4t i s o compl e oo
= lim
en el punto (0, 1) X0

i =

=0 = xcosx-senx=0,x%0 = x=igxx#0




La ccuacion x = i "

uno deosperiodos de funcion angee e dec, € (5 + kr, -+ ke ) para ke 2.

2

Por tanteo se tene que e, ~ 4,49. Para estimar el valor de oras soluciones a s¢ observa, estu-

triz del primer cuadrant, que para valores de k superiores en valor absoluto a dos, e tiene que
asFen

Son puntos cricos de y los de abscisas a, para k € Z.

funcidn es decreciente en los intervalos (e, @), (0, ), (o, @), €tc. y crecinte en os nterva-

Tos (o, 0), (@, ), e, ), et
8. Intervalos de concavidad. Puntos de inflexion:

_ Feosx = xsenx — cosx) = Btxcosx — senx)

¢ senx ~ Jncosx 4 2senx

Y720~ ¥senx 4 2xcosx —senx = 0,x 0,

Lascuciny
ki B e e e o e x,
e Soons: . v v o dox e o o o 30083 30—

Lo g e funidny =
amoriiu

. que aparece en Ia fgura siguiene, representa una oscilacion

.y = arcsen

L funcion arco seno es la inversa de la funcion seno; e decir, y = arcsenx ++ x = seny. Segin

pues a un valor de a variable x Ie orresponde una infinidad de valores d y; s por esto por o que,

e s i s e e |
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. Ramas parab

. Dominio de definicion:

Pucsto que Ia funcién seno toma valores entre —1 y 1, resula que dom. () = [, 1].
Simerrias:

La funcion es simétrica respecto al rigen, ya que y(—¥) = arc sen (-x) = —arc sen x = ~y(x).
Periodicidad:

No es funcién periédica.
Continuidad:

La funcién es continua en todo su domii

de definicion.

Asintoas:
La funcion carcce de ramas parabdlicas y asintotas

Puntos de corte:

Concleje Oxiy = arcsenx =0 = x=sen0 =0 ~ punta(0,0)

Con el cje Oy: para x = 0, resulta y = arcsen 0 = 0~ punto (0, 0).

. Intervalos de crecimiento. Extremos relaivos:

Por consiguiente, a funcién carece de extremos relativos.

1), s tiene que y* > 0 (ver nota al final del ejrcicio) y, por tanto, es creciente en
dicho imtervalo.

Los puntos de abscisas x = 1 y x = 1 son puntos singulares en los que la primera derivada no
se halla definida; son punios de tangente vertical

Intervalos de concavidad. Puntos de infle

i M BB
¥ =g (=R = x0

Es punto critco de y, de segunda especie, el de

abscisa 0.

Se estudia el signo de y en los inervalos deter-
minados por el punto critico, de segunda espe-
ci, en ¢l dominio de definicion de la funcidn.

La funcién es convexa en el intervalo (-1, 0) y
concava en el intervalo (0, 1).

El punto (0, 0) s punto de inflexién.
L reonicda it o 1 B ik
st obsiree que s

i St ok e e e g
€' fonidn 10



= seny, deri-

Nota: Teni
vando esta expresion implicitamente, resul

P e (e

a formula cos y = VT = senty l raiz
debe tomarse con signo positio.
g
Laf I dela f ; y=acgx o x=igy.

tivoca, pues a un valor de la variable x le corresponde na infinidad de valores de ; es por sto por
o.

El conjunto R de los nimeros reales.
2. Simetrias:

La funcién es simétrica respecto al origen, ya que y(-x)
3. Periodicidad:

No es funcidn periddica.
4. Continuidad:
La funcién es continua en toda I rect real.

5. Ramas parabdlicas. Asintotas:

Lty = & s o ool ders, e st x = 5.
e
Loy = s adrs ool 1 it o gl
6. Pt o
Conel 0%y = 18X =0 = K= 1500 = P 0,0

Con el je Oy: para x = 0, resultay = arc g0, y €

%) - v-0 - pmoco.
1. tntrvalosde ceimiento. Bxemosrltvo:

S = 0o tene soucidn.

Por consguiente, la funcion carece de extremos reltivos.

La funcion es creciente en todo su dominio de defincion, pues y > 0 para todos los valores de-
Ia variable.

8. Intervlos de concavidad. Puntos de inflexi
e
Wy




Es punto ertico de , de segunda especi, l de absisa 0.

punto eriica,
Enelinter-

i 0)clsigno dey*
Valo (0, +4o) el signo de y* e negativo y, por anio, Ia funcidn es convesa.
El punto 0, 0 s punto de infleién.
simétrica respecto a la

La a figura
biscctiz del primer cuadrante de Ia grfica de Ia funcion tangente).

7

oy axm

1. Dominio de definic

L
ogaritmo; por consguiente, dom. () = (0, +),
2. Simerrias:
La funcién

3. Perodicidad
No s funién periedic

4. Coninsidad:
L funin s coniu oo . oo d .

Enelpunto
oS e Tocin s e e pr b e

lim xlnx= lm
a0 X0

5. Ramas parabdlicas. Asintotas:




6. Puntos de corte:

Con l e Ok y = xIn X =0 = x = 0 (e ol domino de efliciém, lnx = 0 ~
2 o 0,0

7. Intervalos de erecimiento. Extremos relativos:

~ lalx=0 = hx

Ty

s punto ertco de y el de abscisa ¢! )
Se estudia e signo e y* enlosintervalos deter-
Byl sl et

cién por el punto crt

En el intervalo (0, ) el sgno de y* es negati-

Y03, or tano, I funcin s decresene. En el B
intervalo (¢”, + o) el signo de y' umum.
¥ por consiguiente, Ia funcion es crecien
El punto (¢”, —”) es minimo relativo de I
funcién. i
8. Intervalos de concavidad. Puntos de infl
o g T %

o condguinie, s funcion &

La funcidn no presenta puntos de inflexion.

La representacion grafica aparece n la figura
fjunta.

2
e
(Propuesto en la Univ. Autdnoma de Madrid.)

y=

1. Dominio de definicion:

La funcion st definida para odos los valore reales, salvo o que anulan el denominador
S IE 0 - x =t dom. () = (e, 1) U (-], + @)

2. Simerias:
La funcion no

. Periodicidad:
Noes funcion periédica.

. Continidad:

L i excepto parax
continuidad de segunda especie.

187



5. Ramas parabolicas. Asinotas:
La recta y = 0 (eje Ox) s asintota horizontal, tanto  Ia izquierda como a 1a derecha, ya que
lim () = 0.

Larestax

s asintota vertical, tanto a izquierda como a derecha, porque

lim () = —e

lim v =
x=o1e

6. Puntos de corte:

x
Condleie Oy =~ c0 = x=0 -
= punto 0,0).

Con el gje Oy: para x = 0, resltay = 0~

= punto (0,0).

7. Intervalos de crecimiento, Extremos reativos:

3

L2264 0@ 20-%
w

w1y

. los de abscisas | )y -1 @i .

Se estudia el signo de y* en os intervalos determinados por los puntos criicas.

L LDy 0L+ i L.

tpum 1.1 ) s mbimo e
S ——

236 120 -0

¥

(k-6 -0 _ 4=
TEa CE
Ym0+ x-220 = x=2.
i, los de abscis )y -1 (disconti-

nuidad de y°).




La funcién es convexa en los intervalos (~e, =1) y (=1, 2) y céncava en el intervalo (2, + es).
P (e m——
P

¥
x=-1l




TEMA 111-4.1. — Integral indefinida I

Ejercicios resueltos

(Propuesto en la Univ. de Granada.)

camou =z - o (B g o e Lan ok

2 Cutart = [ g,
ern ¥ cosx

(Propuesto en la Univ. de La Laguna.)

Como senx — cos x = —co8 X + sen x = —{o0s = sen )

T -(7'“1.1{%44 Jsen x + cos x| + K, ya que

Discx + cos ) = c03x — sen .
3. Hallor {1gx dx.

(Propuesto en o Univ. de Samigo.)

{ senx Dieos

figzine [HeL g s [ PRI
4, Determinar S = [seni xdxy C = fcostx dx.

cosx g sn =
Como [ S5XE X2 L sumando y reando s abien

2ecosx = 1+ cos 2 costx

2ty o 1ot

L] Lo [emacar= e o damaes
s={(3-geom)o- [Fos [fommos fuoffumnex
s s o

: L1

L St ok

. et - glfﬂma‘.

(Propuesto en la Univ. Autdnoma de Madrid.)

Multiplicando el numerador  l denominador por 1 + cos x:

E 05 X (1 + cos ) dx wax +oostx Smx.mxx
(= cos @1 + cos ) T—costx sentx

190 b



e [t famnec |

- fomoen [

T T
Lot

. Hatr1 = [ Ltsers

. Ss:nx-wsxd

(Propuesto en la Univ. de Oviedo.)
De Ia elacion fundamental wigonométrica | = cos? x + sen’ x, e tene:

A TN

e [ [ 2 o feona ]+ fsnx] + K i |25k
o |
Solucién de los ejercicios propuestos
Halla s isenes inegrals indefnidas:
B
e
Py P T
(-5+1)
1= 10(x - 52 + K = 10Vx = 5 + K.
e
s [
Hacendo = 2 3~ du — -3 dxysusiuyendo en I, ¢ obic:
T (e _1fd 1 :
I B e A M AN
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S a
IR ITET

& . N e L
e g s

5 fo0 = e

Haciendou = ¥ — 5+ du = 2x dx y sustuyendo en 1, resulta:

U TP Y (PN TP g

6 s - ax.

150 - %o = 5 fax— s [ = s - Fat 4 K

7_] oax
X4

Haciendou = X' + 4~ du = 2xdx y sustituyendo en 1, se deduce:

e e e
[T ¥4 u

o fuf + K =300 [+ 4] 4 K = 362+ 4 + K.

.
.
f=5r=

Haciendow = ¢ + 1~ du = evdx y sustituyendo en I, sc obtiene:

. a
2 P N R ST e S
i I(+ ju Jul Wi sl 4 K=t + D)

. .
e

Haciendou = 3¢ = 6x + 5 = du = (6x - 6) dx = 6(x — 1) dx y susituyendo en I, resuta:

RN SRS T TR R
e

L
e |3 - 6re S|+ K.

0. 32
! s
e fsramsfrassghr k= ek

192



. s 3-e
Hacendow = 1~ x ~ du = ~bxy sustiyendo en I, e deduce:
L fseia s s 3 - s e sl ke ek
. 2 e'xin
Hadendow = * = du = 2x dxy sustityendo en I, ¢ obtene:
o[z adne femne K=ot sk
1. f2 e

Haciendou = ~x —+ du = ~dxy susttuyendo en I, resulta:

22 om0 = 2 fedu - 2 4 K = 2et 4 K.

. [3sen e

admton = ¢ =3y aieado 1, s
1= {35 3xde = fsenudu = ~cosu + K = —cos 3 + K.
5. o 2,
P R —
e [ Lo
T T R

haciendo u = 4% ~+ du = 4dx y sustituyendo en 1, e obtienc:

16. fsen 28 cos v

nx = du

Haciendo u cos 2x dxy susttuyendo en I, se obtiene:

Howedeox

1= [+ [enseconina

'
2

. oo xd.
oo
-

ax

Comoots - 2. st i = [ cogx s =
ndo s - snx = oy st e,

|.§L“ I ful + K = In Jsen x| + K.




dou = 2x -+ du = 2dxy sustitoyendo en I, se deduce:

Pf2e _af a1
sl e

'
mak

T

n {28

sen® 3x

Haciendou = 3x = du = 3 dxy sustituyendo en I, se obtiene

j&:j & o cotgu+ K = —cong3x + K
et 3% sy

2. (@ + 18 dx.

Como2 4 ighy =2 4 X
o

_ 2eo8x 4 ser'x _ cos'x + (o8 + sen' )

Ta inegral se puede esrib

e ferwnn [[1e 2 Jus s

. !L

2. foogtx .

Como o'y = 2% ~ 1, I integral se puede escrbic:

1= fenesai- [l

&
Sentx

CA——

@
e acuxs
S“,, WERR




"‘SMK
KT

Haciendou = ' = du = 2xdxy sustituyendo en 1, resul
i S xax
Tx

arctgu 4 K = arctgxt + K.

2. Iﬂ‘
e e

Haciendo u = ¢~ du = ¢ dx y sustituyendo en I, e deduce:

e R R TR STy
Tew

Trer
o SM‘
1+ sen?x

Haciendou = senx = du = cos x dxy sstituyendo e I s obtien

el Eee R T TR ST T 'S
14 sen'x 1+

»
et
Haciendow = 21~ du = 2 dxy sustiuyendo en 1, resuia:
SA -
Vice

e

e
Haciendo u = 1 + 2¢ = du = dx dx y sustituyendo en I, se obtiene

.:§ ndx zijﬁﬂ;;A!ﬁ LR
Trae @) ez TWl TR

3 " 3 5
L= 3+ 20 4K = Fln0 429+ K



sax

Haciendou = VZx ~ du = V2 dx y sustituyendo en I, resulta:

Sl e

1;‘7.,“,“;(:1:-7.,“.&“;{.

=S+ Wr D 4K

=TI+ WS 1)+ K, (para [x] > 1)

= du = 2xdx y sustituyendo en I, se deduce:

= k=

1 1
e gacsnu s K= Jacsenxt + K.

Haciendou = ' ~+ du = 3x' dx y sustituyendo en I, se obiiene:

R

' ' s
= Jarcsenu+ K= Farcsens’ + K



Haciendow = In (= 1) = du

3 lyan 2
IR

[rasten [

¥ sustituyendo en I, resula:

ks Tk
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TEMA I11-4.2. Integral

indefinida II
Ejercicios resueltos

1. Hallr = fsen Gn ) éx
(Propuest e a Uni. e Sevills)

u=sennx = du

.
Integrando por partes: o 3 g s
dv=dx—v =[x

e xsmten = [ Lot - smten - mtuns
; .

Integrando de nuevo por partes; | © = €08 (%) = du = —sen (n ) - dx;

dv=dxvmfdxmx
= sama - sow 00 Lo rm < st

T4 1= 20 = xfsen (%) = cos (n 9] = 1= 5 sen (n ) — cos ()] + K.

A
P

W= 2 = x + t. Elevando al cuadrado: x* — 2
A

Cant

B R T

£y

Susituyendo n I s obienc:
P!
«

e | [0

[ T ST S
DeVF =T x (== W - xm e n [VF - x| 4K
Determinar la primitiva de 1 = {In x dx, que pase por el punto (¢, 1).
En primer ugarse halla I incgral indefnida.

Integrando por partes:
dvmdxmyvex

texinx= {xdax=xin s~ 4k
Dado que I negal ndeinida e f conuntdeprmits,de parimetc K, I primiivs e pise
por e punto (¢ 1 1 veicars por s

x=ey=l=leche—ctK=l=e—c+KK=1

La primitiva esy = x(n |x| = 1) + 1.



Soluci6n de los ejercicios propuestos

1. Hallr por el método de integracidn por partes:
o fxean
(Propuesto en la Univ. de Santiago.)
b fxinxax.
(Propuesto en la Univ. de La Laguna.)
o fxind + 9
(Propuesto en la Univ. de Granada.)
@ fxsenxax.
(Propuesto en la Univ. de Santago.)
o fesenxa
5 ¥ senxdx.
(Propuesto en la Univ de Murcia,)
B (¥
(Propuest en a Univ. Complutnse de Madrid,)
x4 ) + o
(Propuesto en la Univ. de Granada.)
wex - du = dx,
Weedx o ve e

o negnd o s, et [} o

[ ST N e

nx - du

1) Integrando por partes, haciendo,

se deduce:

LI
FEma 0

_5_‘7,,.
t- a4 (sore )

oo+ fron- fos [risal

1
1=dengan-
FER0+ 0

xvmaso]e



Fin( 0= x ol e 0]+ K

- du = dx,

0 ot o e et [ 35,7, BT

resulia:
1= [xsenxdx = -xcosx + feosxdx

@

Xcosx + senx + K.

o tnegrandopor pares, bckendo 8,523, 7,

- 9% e obtiene:

- fersenxde = ersenx - [eraonxdn.

st v o pie it [ S5 €02 e

o iy resulta:

e senx - € cosx — [etsenxdx = ¢ senx — cos X) —

Bt 21 s - 1 e G-+

¥ - du = 2xdx,

RPN | | e ~iotc D

se deduce:

1= fXsaxs

@cosx + [2xcosxdx =

@ cos x + 2 [ x cos x dx.

obii

A
g o e s o e | A TR e

1= —xtcosx + 2sen x - 2 [sen x dx

cosx + 2xsenx + 2c05x + K.

u=x = du=2xdx,
Intgrando por partes, haciendo
Ll . dv = sen3xdx ~

'
3

funsaan

[

i e
U
e D P e

se obtiene:

e dvesr 2 (Taoan-1

s

: 2 2

1o diwns Zomn -2 L fwnoan
(DTO e pa

b Dasms e Dremser Ko

W1 (xinQ +x) + e dx

XinQ e [xetdx sl b

Ve - B
st o s, e o

LY
Gy xdx - Ve g



=Lemas )n-—)n‘n E L
L temaea 2 R
como R

e grna e [ 2

=7 e

L Levluaens
- - b e T K
oot ;
Intgrando I por pares,bacendo [ 8, T, .7 8% e oben:
e xer s ferdm et g K= e D 4 K

' '

¢ R R
Portano, 1= 1, + = 30 4 ) 30 SH0 A w 4K

2. Calclar las integrales indefinidassiguintes:

o j2

P

(Propuesto en la Univ. de Santiago.)
o

bR ——

X2

o [Esicac

For-n

™

(Propuesto enla Univ. de Granada.)

@ o d
e g denomianor e duompone o enominor e eore A 1 = o 5 D - ¢
ransforma I funcion en suma de fracciones simples:

B _AG-D+Ba4D)  (A+Bxs(ALE)

CE Aot

' A
ey

tienen el mismo grado en los numeradores:

AFEB e

2




1 ' [
1 77ll’llx¢|\o;lv\\X7I|¢Kazln|"‘ +K

) Se trta d I integral d una funcién racional en Ia que ¢l numerador tene menor grado que el
denominads

se hallan lasraices de la ccuacidn asociada al polinomio del denominador:
—2+Va-20 _2%V-l6 _ _-2%4
S S A

G4 +5=0 = x=

e
como son dos raices complejas conjugadas, X' + 2¢ + 5 = (x + 1) + 2% es decir,

'“I e ‘s 648 _Ssnsez _!ux«n.z
Wrmes CEEEx] R LR

Ty TR
Gred

~ %=1+ 2y

foraaemnean
haciendo t = (x + 1 + 4 = dt = 2(x + 1) dxy sustituyendo en I, se obtiene:
e [Rac ek sk

haciendo u = 251

e gento e

1 ' x4
du=taetgu K = Sarcy
Fue Fuet

R P

porani, L= 1, + 2 = 31n [t + 17 + 4] + e 2

ba que se obtiene ¢l resutado anterior.
16k gt i il I g g e ki o s o
srado del denominador;
se efectia, por tanto, I division:

PR N

Bt P




1, €5 1a integral de una funcion racional en 1a que el numerador tiene menor grado que el deno-
minador;

se descompone el denominador en factores: ¥

S xW o x-D =X+ DK
Se transforma Ia funcién en suma de fracciones

ples:
x+2 A, B C _AGDG-D+BxG-D+Crrl)
Fox-m x T xelx-z X D6-D)

como AGx + 1) (x = ) + Bx(x = 2) + Cx(x + 1

X + 2, para calcular A, B y C se haces

X=0 = 242~ A=

42
B T

. xe2 e if & 2f &
R el Rt A Pl e

' 2
sl g e 1] e d- 20 4 Ky

© © ' 2
rano, T 5 x =1 =ttt x| =g lx s 1 =S hn =20 + K.
por tanto, T = = LG Infx| = x4 1] = T fx - 2]

se descompone el denominador en factores: X' + x = X(¢ + 1);

se wansforma Ia funcidn en suma de fracciones simples:
Xx=2 A Mi#N_ AG D+ Mxt N
Yrx x T xen XD,

mismo grado de los numeradores:

es decir,

e R e b

T= 2l x| 4|+ 1] + aretgx 4 K.

@) Se trata de la integral de una funcion racional en 1a que el grado del numerador e menor que el
ado del denominador;

s¢ descompone el denominador en factores:

G a A= 03+ 1)



se transforma Ia funcidn en suma de fracsiones simples:

1 _.a,B
e x *

Mis N
Wl

A4 1) + B+ ) ¢ O+ N
I ’

' A+MP BN LA
e X '

Tos numeradores:

~ A“0B=LM=0N-=

S e

. .
nominador;
se descompone el denominador en factores:
Mol =@ DE D= c- D DRI
se transforma Ia funcidn en suma de fracsiones simples:
' A B MxiN

% +
TR TR

_AGH D+ D BER=DE D M NG DG+
E-DEFDE D :

L ABAMN L A-BINY A B-MxtA-B-N
= d

grado en los numeradores:

.
wor
P e
el

' '
Tl - Jacx sk

263+ 1)




3. Hallar s sigiencsitegals or el método de cambio de variabe:
o fsent3xcos e
(Propueso e l Univ, de Valncia)
PEt e

(cumtien = Leme)

o V= dx, paraa > 0.

(cantiors = 1)
o
o 5
Er
N
2 [
ot
]
W Jsent e,

'7)' 200
Tsenx

b fexan.

(Cambio:senx = 1)

(Propucstoenla Uni. Compltense de Madrid)
m e xcost x i

(Propuesto en la Univ. Autdroma de adrid)
w | -

X — 200 —lnx 1 2

(Cambio: In x = t.)

(Propuesto en la Univ. de Valladolid.)
o [V = ddx
» TS

a1

1= fosecoman = ot o b furau - ek

373 g

cos 3x dxy susttuyendo en I, resula:
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;
0 Humdon = Lt = s = sy e s i

1= R e [V

Lécos

como costt = 22521y gl s puede e

(Lremtg | 1f, 1
RN T CY SO PN
comosen 2t = 2sentcost = 2sent VI - sen’t = 4x Vi - dx'y.
mwnh‘ox\/l—-lr“ are sen 2¢ xVi - axd

arc sen 2, s tene:

1ot 8 g mmi aVioi
0 Haciendo x = <L . gx = AR | ustuyendo en dedt
- =S wiupendo el s dduc
1= [Viaen - [V feoeas
ST Y S
L [leemn, ! L, en
el (TR B N T
!-‘I 7 m[‘”mi e e

comosen2t = 2sentcost = 2sent Vi — sen't = 2VaxVl —axiyt

are sen Vax,setene:

1= g

wexnvix | MA@ | sesnVix | x
22 “a T 2

@ Haciendox = at =+ dx = 2.,y susttuyendo en 1, resuta:
re RN
EET ERIET

) Hackndox = 3t = dx = 3.di, y sustitayendo en 1, se otine:

o s 3 a1 T
1= 22 L “laend i
=3 !.[IH’ FallRE LT

e )
2 [t s
o Hacedox = 2~ dx « 2,y tuyndo L, s et

&« V[ & V3 VL2

) Hacendotg2x =
racional.

«
Astpuen g2t 20 T, NN 2
P 20 gt e



send 2x

™ Ty W0 e = e

W

W
- g2 =sen’2x(l + g12) — senilx = —
. QxR T
sstiuyendo en 1 esula:

-

La iliima integral es Ia de
1a

porcl por partes
Cami[ __'_] Y ,L[_—L_] S
a 720+ ERTRYETY Al T T

haciendo i = b
Y
1 &t 1 1 1 1
§ w2l
'
Luciisk

'
A E @+ K

sen 2x sen’ 26

AR R sy UK =
Trwn wn T un
s 2o 20 = S g 20 = 20, s
Lsesx 1 ' '
e K dm b fx e K

Nota: Esta integral bid sin cambio
de variable, de estas dos formas:

1y Comosen 25 = LS4 gt e antorma e

SO T SRR PR S T T
e O [P CHPR P

cos 2y se deduce:

2) Integrando por partes, haciendo
% madopocy | av = senzxax = v s

2008 20

- [

T



| senax

feorman= - +fa-smmas

¢ e xo
e [ Tmmma ey

CT BT VS S
T W m
PR Y (PUE | PR .
b L T e & TR Tee
iy
el aef
Lo x x PRy
Erwd rwE

sustitayendo en 1, e obiene:

I*]“‘ 71§|.em ljj.__
EREF TIRER B T

2 2l
1 ;InNOK—?In w3 + K

PRSP SUPEY (T PP T
2 2 2 RN

B

PR s S

(TS A e

o lemy 1wl

48 28 S 2a

‘nominador;

se descompone el denominador en factores: 1~ = (1 + 0 (1 - 05
se ransforma I funcién en suma de fracciones simples:

2 A B __AG-0+BO+Y
[ETRE a0y

BB

mismo grado de los numeradores:

a
g —mi - 4K

cint - |
e




Dttt a4 x

Haciendo tg X = t = dx
oy

sustituyendo en I, se deduce:

R
5 snx g [EST S
T=cosx

it
2 dre s

sinarias conjugadas
se transforma Ia funcion en suma de fracciones simpl
2 A MeN
Wwed e W)

A+ 0) 4 ML N A+ MIE L NCEA

tenen el mismo grado en los numeradores;

An-o
N ~AsaM=aN-G
N
2 2 ) Idl Sznm
esdesi 1 = o JEES DAY VI
st = [ S( Trel® IR
T S P R
Deshaciendo l cambio s & = , e
w3 i
ol —2ek=m s 2
1ews 2
2

1o sufund] e

Nots: Esta integral también se puede calcular de la forma siguiente:

senx mawg
PP P
e
2o S sn 3 z
; :

K



ot = [ N
ey
™
st § ¢+ -t s - 200y oy, s e
! Lo [ S ampan k- 2nfmd o

o

b Haciendosenx =t~ cosxdx = dt -+ dx

ox T Viswtx

'
Vi-e

susttuyendo en 1, se obtiene:

froxax

=

nominador

Se descompone el denominador en factores: (1 = € = (1 + 12 (1 = %

se ransforma Ia funcidn en suma de fracciones simples:

S N
=& T 1ed aso [y

' AU+ 00 =1+ BO -0+ CU-D0 + 0" + DA+ 07
W00 -0 :

-
L AE Pt ) BE= 1) ¢ C =P 4 ) DE N
[y T d
I _(A-OP+(A+B-CHDIEs (CA-2B+C+DN+A+BLCHD)
ey (O3 :

8rado en los numeradores:

A-C=0
A+B-C+
A-B+C+D=0

RN
ettt

'
Tegmiied-

S T
W



(™
s

[
=t

)x-

Deshaciendo el cambio sen X = 1, s obtienc

L senx

Pasenx |, 1
27— stn

[

1 senx
sy

&

+x=tn
g

m) Haclendo u = cos x —+ du = —sen x dx y susttuyendo en I, e obtiene:

sen® x cos* x dx = | sen” x cos* x sen x dx = | (1 ~ cos® x) cos* x sen x dx;

By susitugendo en 1 resulta:

) Haciendo I x

1 mumerador es menor que el

de la inegral de
arado del denominador;
se descompone ¢l denominador en factors (por 1 regla de Ruffni):

[ )

€+ D= D=2

s transforma I funcion en suma@de fracciones simples:

e
[ TR Y T

_AG-DE-2 ¢ BE+ D=2+ CrDE-1)
- Crna-nG-2 '

como AG = 1) =2) + BG + D=2+ Cit + 1) (= 1) = 1, para hallar A, By C sc
hace:

& 715 @ Sm
Tozoez edTer 2)0-

' '
Teginledl=Fhli=1]+ Thjt-2] + K

Deshaciendo ¢l cambio In x = 1, resula;

ST T AP T



) Haciendo t = x + Vi =4 ~ VAT =& = —x + 1, resulta:

R e L

W, o

a a_e 2 -1
[T N PP K Y S T S o “2mi ek
S IK gl’ 8 L e t L

CryE-9 1 (xu-) (xuo
Teniendo en cuenta Lra¢-9 1 (£rd),
senta que. = =

X V=4, deshaciendo el cambio de variable resulta:

1 {f—' —2mn|x + V¥ 4| + K.

Nota: Esta integral también se puede caleuar de las formas sigientes:
1) Hasndo s = gx = L g,

B f S mpey T T
= =T

sustituyendo en I, se deduce:

[ia

u 20 '
Haciendo tg = ¢ = du = 2o senu = 2 osu s
%2 Tee Tee

susiuyendo en 1, se obtiene:
Y N e N { EC. PO
AN NATY i

T S (S PO T

Deacinto e i cambo e vl = 15 = - -
o)
Py




cost 5 - sen' -

2sent oot 3

I
:

+ 20|50
s

Z(W'rm—)(m%m*:)

T (i) (i)

S e
L i ]
aru
u 1= sen’u
-2 &
w

T P T PRE
= Va2 x + VEG] + K

iendo el integrando por V57 — 4, la integral se escribe:

2) Muliplicando y di

dx S ax
2B =1 -41
= Ve-a
wex du=dx,
Integrando I, por partes, haciendo xdv se deduce:
&= ~ v = VR4,
V-4

] 2l q,A‘_Sv—f Tox - od- 1
T VETE = ox e

= infi] + K= In fx + Ve — 4] + Ky
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Portanto, 1 = 1, — 41, = VR =8 — 1= 4n [x + V&= 4;
2= xRS a 4 o W] K D= TV a2 x4 VA 4 K
W VETE e

3) Integrando por partes, haciendo 4 e deduce:

|:xm,§;’i‘,xvffj"’%‘ﬁ‘—:h"—

En este mismo ejercicio se ha calculado que I, = In [x + Vx* — 4] + K;; por tant
2o FTE -l e o VTR 4 K = 1 VI 2 e VTR 4K,

) Haciendo t = —x + V¥ 5 = VR 45 = x + 1, se obtiene:

ReSan 2l - M=5_F - x=

ax =

T Y T Y R L
i @

Vet Sax+ta

N e

' s

v b
RPN O A S - S PR S
Ha-d -4 LURS

8= X V3T ¥ 5, deshaciendo

Teniendo en cuenta que

el cambio de variable resulta:

1 f,/—,xb“%.,, R VE S

K

L e tn
k2T L

'
—xaVEES

CEET S FT s+
1 2ETE 4 S R
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Nota: Esta integral pucde también calcularse de las siguientes formas:

ign - om0
-5

1) Hackendo x
EEE VS = VT =

sustituyendo en 1, resulta:

R

La integral 1, se ha calculado en el efercicio ), obteniéndose:

oL | 1 s Tosee |, 1 snu
e e [T 2 et It | ey o 3

Operando prs cprear |, unci de 1., tene:
[y [Trmni s
= T
leems VT

wuvl + gl

snu _ senu 1

oty cosu cosu

sor o1, = L1n g + VT + g o TTTT K,

Deshaciendo el cambio tg u = —=—, se deduce:

sl JERR], M TR
Vs Vs 5 Vs ®

=Sl VTSI - + FVEES 4 K

s
siendo 3 In V3 una constante que s resta K, se tiene:

Te din e TR - 2T

2) Multplicando y dividiendo el integrando por V* + 3, la integral se escrl

N T ETT O T




Sx o du-dx

B R

Inegrando T, por pates, haciendo |

ﬁ[maﬁu

Intcgrando I, hacendo t = —x + VR ¥5 =~ VETFS = x + t operando como anies,
et
S,
a "

-5
2

o=

T Ve tes

K

T=-in i) + K

xe Vi

K=l
e

K

'
xRS

s
wWre-x

WS g VS - e K

K

L=

L=t

indo T $unn constane que se rsta 8 K, ¢ s
e VTS 4 K
Portanio, 1 =1, + ST, = x V& + S =1+ Shn Jx + V& 4 3|;
2=xVaF S+ SInfx+ V4 5] + K
B T T Y

3) Integrando por partes, haciendo

dmdx <
455

X ‘m_s 12

1=xVE 73

[«m«,.;jﬁ

s s
"




En este mismo efercicio se h caleulado que I, = In Jx + V& + 5| + Ki; por tanto:
2= S x4 VS| 4K

LTI Sue @I K
P
do. S e deduce:

PrpT—

3) Integrando por partes, b

T O .

En este mismo cjecicio se ha caleulado que I, = In [x + VT + 5| + Ky por antor
2= S+ Shnx R S|+ K

2

5+ S VE S ek

4. Caleular 1) de manera que () = In (4" — 1) (©) = 0.
(Propueso en la Univ. Poltécnica de Madrid.)

s primitivas e f

¥ se determina 1(0) = 0.
1 [Pws = fne - Dox

@ — 1) = du =
Integrando por pares, haciendo

dmdx - v

- [

RPN Y ES R (P

1= xngoe 1) f20n-

Laintegral

i srado queel
denominador;
se descompone el denominador en factores: 4 — 1 = (x — ) @x + I}
se transforma la funcion en suma de fracciones simpls:
LB _AGXsDrBGx-D _ 2A+Brs(-B)
a1 G-+ w1
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8rado de los numeradores:

~ A=1B=-

[hemog
A-B =2

200 ! a2
e dci 1y - - il
i Eux 1 I(hAK 2+l 2 x-1

i
]

'
5= g iz-1]

1 '
i 4K =T

5. Determinar I primitiva de y = x* que pasa por ¢l punto (1, 2).

dicin de que 1 = |y dx sea tal que 1(1) = 2.

e

ooty =2 + Lrxez - ka2

s
Por tanto a primitva pedida es ) = %= + 3

6. Hiallar 1a primitiva de y = x¥In x que pass por el punto (1, ).

imiivas d  union
condion aeque T ~ 1 dx e a qu 10 = .

nx - due 2

tncgandopor pars o "t i
TR

RSP S £ DNE

oy« = Ft- ok - keesdordaes

" " S NS S
Por consguiene, aprimidva pedida o () = 5~ x = - + ¢ + 5

7. Hallar las sguienes inegeales:
o VISR Pt o [ 2-Hhxex
(Propucst enlo Unis. Compluense de Madrid )
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@) Haciendox = VZsenu -+ dx = VZcos u du;
V2o = V2 2senu = V2 VT - sen’u = V2 cos u;
sustitayendo en I, se obtiene:

1= VTR dx - (VT cos uVEcosudu = 2 foostud = 21,

comments = L2 gt s
Loy 1fy 1 s
[EF PRI SN PR e
e

Esdecit, 1= 21, = u + senucosu + K = u + senuVi —sen' + K.

Deshaciendo el cambio sen u

T e

a2t s 2\l ke 2k
b [VISTex = (VAR ax = vB Vi —¥ax.
Haciendo x = senu ~ dx = cos u du y sustituyendo en I, se deduce:
L VETT dx = VT VT s cosu du = V3 foorhu du = VB,
La integral 1, s b clclado en e aprtado ateio; e dsi

Deshaciendo el cambio sen u = x ~+ u = arc sen x, se obtiene:

vty - de =S5
) Integrando por partes, haciendo *
dv s (0= 2=k

resla:

Ao,

T

P SN Y o

1= f e (A

I FOE S S
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TEMA III-5.1. Integral definida I

Ejercicios resueltos

i@
1.ttt = [ 5  n.

(Propuesto en la Univ de Saniogo.)

Como Dleos (3] = s () - 2,5 puede e

v | (R .
1= [ o xen s 4 [ e e

G
27" preos con .

2

R 1
I R N G ) B e
2 Catutar |7 wndeon
(Propuesto n la Univ. de Santago )
Dado que D(cos 30) = —sen 3 - 3,se ten:
1= Lo [ anecoa D (cos 3 dx.
e i
| T lo0s 35 = cost=3a)] = —Fi-1 = (D]

Qpsoves ave s eyl dfid y 0o e mada pory = s 35 i O y s
fernchi-piudio

Para hallar l drea hay que dzicumlxl»er el intervalo [, ] en los subintervalos que resultan al
resolver Ia ecuacion sen 3x = 0. (Véase I figora siguiente.)

z'

Par calular s abrs qu sumar s valoressbsaluos e I ncral a o s fuhlnlmﬂm
por simeria, ¢ irea e halla

mis Ficilmente as:

DY TP RN | R




de s zons del plano limitada por el je de absisas y lo grifica de la funcidn

(Propueto en o Unlv. de Barceons.)

“o=x=0,
Socxun,

e »
VTR~ 08 00}

se fprie
Se detrmina usa priiciva e diha nteral:
F = fx- 1= 9V
Cambioz 1 - x o tex w1 = ol

FO = =0 = 0 = = [0+ [0

LI
PO« gt

"
ot + [P ontn

(Propuesto en s Univ Compltense de Modrid)
Dado

seala 4 B) = sna-cosb 4 cora-send
sumando micmbro & micbeo:

sent senacosb = cora-semd

s+ 0+ sats =W o 2w smacuh i+ 00 Sima-
o -t = s+ 3 ¢ St =20 hrme o Drmcon s

'
< s duan.

TN T

Lol

: ' '
]+ o0)w g0 D3O D

1=3_ 2.1
TETE mEeR Sy
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Solucién de los ejercicios propuestos

s [ 4w

(Propuesto en la Univ. de Santiago.)

nxde= - conx ]
senx o = K

- [ @ ey e I.I"““E

(}—m(n)—(%Amt—n)w»

quel =
impar y que los limites de integracion son simeétricos respecto del origen.

.
TR .

(Propuesto en la Univ. Autdnoma de Madrid.)

ls: [T I PR

7heo1 2 2
18

8 -1n3) = T3 = 04505,

) G SV S

2] - e -2 - g - 2.

Como Ia funcién y = 2 es posi
pedida es:

;

K
PR
:

O R
§

o



6. Calcular e drea lmitada por el eje Ox en 5.

funciéay ) 211, S¢ caculan | de la funcién
3

en dicho imervalo: y = Gosx = 0 = %y = Fx =

:
Reslague nfncin s poii e o rvalo 0. ) (2. 21 |y neaativn e vl

P —
NS o TN

+ S " cosxdu
e

RN SN, SO 2

=0+ =D+ @D =40k
'

e [

(Propuesto en la Univ. de Santiago.)

simples:
A +2) 5 Bex+ )
2 GrDE+D

GrnGra xed

Asi pues, 1a inegral pedida resulta s

1= S - s

x4
xv2

I 2| i
nx = fx 21|

.
“ 3= oasm.
In g = 0287

o

e
it
Notas ey e coninua en l intenv e

X 6

(Propuesto en la Univ. de Santiago.)

simples; para lo cual previamente se calculan s races del polinomio denominador:
RS e6=0 = x=dx
—
[

de modo que se tiene:
) + BO
CEECEE)
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o “
-3 -mix-2]
Lrog s mhke3l-mix-2

es continua en el intervalo [-1, 1]y que la inte-

e
e
gral 1 se halla pefectamente definida.

(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)

; hall er-
fecament defida.
10, Hallar 1 - j —2
2 (x=17
(Propuesto en la UNED)
dlgrado sperir
e polnonie Senominador e ekt s Ao enc d o
no2
=P
Se descompone el o sumando como suma de raccions simples:
_AG-DB _ At®-N (A3
w-0 -1 B=1

Ao pues, I inegral pedid resuha
s s
[atme- il

Pe e xeamix-1 -

@4443m1-1=5+3m2=709




tamente definida.

1. ot = [L

(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)

sonal,
finis 0+ 1= (c+ 103 - x ¢ 1)

oo i
s 2

— 3 o tanto, sc descompane el integrando de I forma siguiente:

LA, MaeN AR-xsD s OeNGeD
T Rt el

St (40
RS e

correspondiente resula:

: L[ L[ x-2 ' !
- fr e slngea ey e kei-3

Se caleula Ia ntegral 1

I+

Lin e 3
=gl 1l -3 h

Se calcul Iaintegral 1, reduciéndola a una integral el tipo «arco tangente»:

g

2 2
b e E oK
Ssttuyendo e s reslados ancriores s
a1 .
T LIS T TR :
foar =g =g e




'
et

£

.

T

13, Calular el drea limitada por el cie Ox en 12,

Ll
At
3 ! 6

g

-

= 02310 + 0,6046 = 08356,

Se estudi e signo de Ia func G5 v 4
el e 0,3, i s v 6 1

0= x =Ly

yeaosr
resultando quey > O en el intervalo 0, ¢y < 0
enelimervalo {1, 3]
Astpues, l drea pedida es:

SO

+a -

ol

s —
T SR——

5
coincide con el valor de- ] 1 ] L]

se iene que el drea pdida c
1a inegral calculada en el ejerciio anteior:

S-1u



16, Determinar a y b para que sea continua la funcién

G
o1 - 7 e

(Propuesto en la Univ. de Barcelona.)

oun, ar e 1) e glolmens conin dbe o qu ot os vlres de a i o

os extremos de los intervalos de defini

feh =2 +a=acn+b

fO=a0+b=3.0+2

Asi pues, la funcién (x) queda definida por () =

[PP—
PR AP (PPN S | S

el
onfi-wonl

2
O 4 D= -

r-f e du-
(0-(3-2))-a-4-0

iCudl s el drea en el cercicio anterior?

101
5 e,

s
T-n

'

Comolafncity = 100t dempre postia.

s igual al valor absoluto del v

iyl el Aepdperiadiond
decir

3 101
f09dx = g

12,625,




p—I

2V2 - 2VT = 202 - 1) = 08284

11y, por tanto,

1a integral se halla perfectamente determinada.

19. Halar el drea limitada por el eje Ox en 1

¥

La fun

x> -1 y ¢ poliva en 8 oo de deflal-
i

20, Siendo 1) determinar a y b para que en un sistema carisiano y = {(x) pase por
ol punto A(-2, —6)yldmllxensemmm e e bt Ckrer ks p
curva el je Ox y las ordenadas correspondientes a x =

(Propuesto en la Univ. de Sevilla)

Sila funcion y = £(x) pasa por l punto A (-2, —6), entonces f(-2) = ~6; por tanto,

PO e
16t ol o A5, e -1 = . por

siguiene, como /() = a =~ s iene que {'(-2) = 4 =2 = 0.
Ambas condiciones dan origen al sistema de ccuaciones
%4+b=-2

et g (0 = 1+ 24 4 o 282500
‘Se estudia el signo de la funcién y = f(x).
Comoam o et
(ool el i
S
e
pedida viene dada por

e[t

cnrnm

S=@+4482-(+248m1)
54+ 8In2 = 10,5452 08,




;

Integrando por partes, e tene:

(SRR R
S T—

Para calcular Ia integral propuesta se uiliza Ia identidad trigonomelrica

SnA b senB = 2esen

A+B  A-B
7 7

en I que se realiza la idenif

resultando:

;
e d [ mies

N R PN R

Tenendo e cena e unin 3 =

B N e
e
[ Parmen e,

= ~2n foos x|

vz
S= 23+ 201

s

06931
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24, Hiallar el érea limitada por l cjc O, Ias ordenadas correspondientes a

v=

View

El signo de la funcidn y = coincide
Vi

xS
con el signo de Ia variable x; por tanto, ¢l drea
pedida viene dada por:
& 5
s R )
e .
S = V-V = (- =0m2w

V2 y la funcién

oyx

25, Hallar el drea limitada por y = Inx, el ¢je Ox, el eje Oy ylarectay = In 3.

2.

(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)

A ——

Observando Ia grfica de Ia funci
el drea del recinto que se propone s
gulo de vértices (0,0), 0,10 3), 3, In 9y G, 0)

de Ia figura que esd limitada por
lagréfica de a funciény = In xy el cje Ox entre
las ordenadas correspondientes a las abscisas
x=1y decir:

s

3m3-Bn3-3-(nl-1) =20

Previamente se calcula Ia correspondiente integral indefinida:

3= Jsew - costx i = fsen
3= foostx-senxdx = feostx- senx

Asi pues, 1a integral pedida resulta ser:

[

LIS 4
Foor s

'
+ oo

ol

1=0s0sdo

e
577

X+ (1~ costx) - cost x dx;

i e 1
- - ooy 4 Lo x4 K.

I LI
+ o eost0 - Zcos’0;

2
5 - oosmia.



TEMA 111-5.2. — Integral definida II

Ejercicios resueltos
1. Determinar el drea del recinto limitado por la pardvola * — 2x ~ 0.y la recta e une s putos
A
(Propuesio enla Univ. Complutense de Madrid )
La ccuacion de la reea dada por los puntos
@2y @2 e
x-2_ y42

Sy =+ Vx—4-2V2

El drea pedida es la suma de s dreas
o , ydo n e e ) 35,
(3yado en color en l figura).

S, por simetia respecto l e Ox s
2 3
8= L:»/de:z[ovhdx:

-2 [

o
o

5= 2\/’*&”]
5 [vRa- juunx

s,ﬂil TERL e

S ooz
=3

vy

B RS A

2. Calcular el drea de la zona delplano limitade por ls ectasy = 0, = 1, = e lagrdfica’y = In'x.
(Propuesto en la Univ. de Barcelona.)

se [rutra

Integrando por partes, resula

[u e e - L
avmtxeym fdrmx
sexwa]l- [xedouse

secentowi2 [lnes

weaffhs
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Integrando de nevo por partes:

R
R [

smemmema]lvaflxbas e om o] e n];

€~ Du

Zeclne+ 20l 42e—2=c—2e 42—
'

3. Dadalacurvay = 5= hllr, (o > 3. 10 queel drea comprenidaenre la cure, el e Ox.
Imwdrmd‘uw"ﬁmdralnnx =3yx=bsealn Vo + 2
(Propuesto en la Univ. de Valladolid.)
—1-0 b > 3> 1, la curva en el ntervalo (3, b] queda en un mismo semiplano

(e de as ordenadas positivas)
I. ‘“'5”““5" Bax
i sx-2 " hxez

AG+2)+ B2

TR

12— 1= A 448 0=A= T

x= S1=A04+ BB

3 L e 3 1 3 g
[t S e R A i R %

BT = o=+ 206 a-tne-n-Fne

Vo + 2 =¥ —2 + Vo + 20 -

V=2 =mVF =2 = VB ~b-2=125~b= 127

4 =8+ -y, =-ley=3.
Elm:dcnn nqmn plano respecto al eje Oy, vie-
E s inean
dy| -
- e s ot s

jas
horizontales. Por tanto, en l presene ejercicio:

] r s-[Laenone-

L
= Swergr-to),

s=(saer-gw) = [sen e - fer]-u- (s
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5. Caleular ol drea limitada por o curva '
- 0=xt—xt= x’(l
J P
Dadoque l:urﬂuﬂmém:lmp«lnﬂ&lmmﬁm
3 Oy, ¢l drea encerrada por ella

Y Y

¥

~xdx

Los nuevos limites de I ntegral son:
Parax =
Parax = 1=1=0)

,.5 m(__

Por wnto:

:
[Erie [F—smati s

: — e

b lrcosn
Como cost ¢« 1502, e

Leem)y | (2(3 s Luoa)a

s [ (1t

I
sl 4, 2 i .
S RS RYDENN (Y

3ec

Cambio: x = 3 sen t - dx

9sent
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:
. rovor e [ <255 carce de seide.

jidad en x = 2

0-+x = 2; e integrando presenta disconti

pun....,.] L umj 2 mne-3] - i (i

'
Noexisteel lim In, por 1o que I integral carece de senido.
~0

Por otro lado:

'
ere eE@re) @ rec
Como D(e) = ¢, se tiene:

[ I T
0EF + 1 g Ja@F 1 oy e ]

lim
bt

lin arctge - et +arcigd — lim arciget = 3
bete amte z

Solucién de los ejercicios propuestos
1. Calelar s sigientes integrales deiidas:
) [y omecmna

(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)

“sen 3xdx.

06— l)(x CEIrEE)
(Propuesto en la Univ. de Santiago.)



4 Previamente s calula a correspondient inegralindefnida:
J =[x ecosx)dx = [xdx — e cos xdx ‘T"v

La imtegra J, = { e cos x d se calula inegrando por parte. Haciendo

wee - dus e
dv=cosxdx = v=senx,

reula
Iy = fetoosxdx = etcosx = et senxdx = e senx = .
Laintegral J, = e sen x dx s calela integrando de nuevo por partes. Haciendo

fase s

senxdx

e

R e
St 3y e s 3, M
R g SRR R Y
S ——
s €55, Nt 8.4 i

® 2 1
G- he - getmxswn K

La integral definida propuesta cs:

' R .
R (R R T, |

Leno - corn) <o

te (3 Lot ) (0=

PP SR BR——

2%~ u
0w

st pucs, e tiene:

=3

veof ot [

1= 2cosx+2c050=2+2
) Se calcula previamente la correspondiente integral indefinida. Se integra por partes; haciendo

we - du=2uds,
resul

s e
B

nz

" LIPS
(e



wex - du=dy,
Integrando de nuevo por partes, h

e

e R TR

T 2k
2 2y [CENCE

Y,
Frid S R
At s, gl defnida propucsa rsul:
2 i
P j > LI (N B #)]
. e EERRNTE

) itrfo-
(n 2y n
58035 - 60056 = 7797

¢ rteos s 3 [xeosan
S ORI TR | ——

Integrando de muevo por partes, haciendo

i
P
ST gg na

Asi pues, Ia integral definida pedida resula:

- [P

wser Ly Las ]!

(NS VN 1 TN T R S
- 2 e
T B T ayen



o
O L 1A

) Se realiza en el integrando la ransformacién siguiente:

e [Pl

Ve 1=

& Se wata de una integral impropia, ya que la

i
funceny = ——L—— nocsisconta

M R
en el mervao de inpracon (obérvee I e
T de i funien.

Se estudiaIa convergencia de Ia integral.

R =

' A+ +Bx-1)
CRECEE] CEICEE]

de modo que esula

I @
C-nery




Ast pues,

R Dk =l
sl ged) e m (e gl

x-0°
¥, por tanto, la inegral I s divergente.
‘Nota: ver la nota al final del ejerccio 21 de est capitulo.

i _w s

s [
i e

Hacendo o cambo de varibles = (g %~ cont = =8, gp L 288

2 TP T e

Kow i i et i |~ 20
~ B o il

que la integral propuesta resulta:

3

i i s i o= Ly bt s

(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)

al yuma de sementales
' AL MXEN  ACHASME SN
@Dk et @
ne A=t
_asmeinen | (AT
XD Noo
e modo que I integral pedida resuta:
& va [ x ' g
[ ac=tnixl -t e e ]
e e

~0,05268 + 0,34657 = 0,29389.

[

vio




4. Calcular el drea comprendida cntre Ia funcidny = x - ¢, la recta y = 0, y la ordenada correspon-
diente al valor mirimo de la funcion,

e 1a prime-

funciény =

ra derivada:

Sy =0 - x

¥

Se comprueba que par 1 1a funcidn pre-
senta un minimo estudiando el signo para dicho
valor de la segunda derivada:

e@+n - yen

El irea pedida viene dada p

s [ e

La integral I se caleula por el método de integra-
cion por partes; haciendo

resulta:

HEb e

1 gj‘x.m:xe}j‘,jf,m: L sea i,

Asi pues, el drea pedida es S = [1] =

5. Hallar el drea limitada pory = X'ey = x + 2.

(Propuesto en la Univ. de Santiago.)

‘e estudian los puntos comunes de ambas curvas
resolviendo la ecuacién:

Re=x+2 o+

— x=-lyx
El drea comprendida entre ambas curvas viene
dada por Ia intgral definida siguiente:

5= j o2 - ¥ dg

LT

oot oe



6. Hallr el drea limitada por y sxey =5,

(Propueso en o Ui, de At
En primer lugar s determinan los puntos comu-
ecuacion:
=5
El drea pedida viene dada por la inegral definida
siguiente:

[ - o

[RCRT RS

ER

.
B ) (Leans)

5 _ 108 5
S L -ET

7. Caleular el drea limitada por y = 27,y = xy
L

(Propuesto en la Univ. de Barcelona.)

Como las funciones y = 2Tx'e y = x o tienen
e puts conait que ] e, it e e
pedida viene dada por Ia integral definida

' il

8. Halar el drea limitada por y = y =2
(Propuesto en la Univ. Autdnoma de Madrid,)

S determinan s puntos comunes de ambas cur-
vas resolviendo la ecuaci

El drea comprendida entre ambas curvas viene
dada por la inegral:

5-

s= [Tt -
B

s- [T e-me




1a]% . e 75+ 225959
se (=20 - 0as-3asvs - s+ 2529

ey
(Propueso e o Unv, Polénica de Madrid)

9. Caleular el irea comprendida entre

Se calculan los puntos comunes de ambas fun-
ciones.

R x = 0yn -

El drea pedida resula ser:

10, Hallar el drea imitada por y = ¢y Ia cuerda de
1a curva que une los puntos de abscisas 0y 1.

Se-nxet
=y Y, (Propuesto en la Univ. de Zaragoza.)

La cuerda deJa curvay = ¢* que une los puntos
de abscisas Oy 1 esa reca que pasa por los pun-
108 (0, ¢y (1, ¢); es decir, Ia recta de ecuacion
yele-Dxtl

El drealimitada por la curva y la coerda dada s:

fue=nsvi-era

1. Dada I funcidn £ = 3¢~ 2. &, hallar e drea del dominio de forma trsngula que lmitan

lacurvay = () y foscjes coordenados.

(Propuesto en la Univ. de Sevill.)

241



Se determinan los puntos de corte de la funcién f(x) con Ios ejes coordenados.

Con el e Ox:
0+ =4 = x=lnVi=In2 = puno(n2,0)

a0+ o
2etm0 - g

comtoon 0 L zae L2

[(3e-2e)af

Hallar i
por las grificas de () = 1 + X'y 800 = 3
(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)

Repoierinde ks de o Irnckos

3~ x sc observa que ol drea
e ponecomo i d s es g6
dos rcintos S, y Sy, de forma que resulta:

S=s 8y

s-[iwenas [latne

x <
s= X alen-3]

(10 -3 2

13. Hallar el drea limitada por y = ¥ = 2 + Ley = = + 4x +
(Propuesto en la Univ. de Baleares.)

242



En primer lugar e determinan los puntos comy
s de tmbs v, pr ol e

Fowl e -
W60 o ox = 0yx

El drea encerrada por ambas pardbolas e

s [l arn-woneies

<[ s
£,
:

itada por y = 6x

1. Hallar el drea I
yox o
(Propuesto enla Univ. de La Lagun.)

Los o comunes e s il n s
souciones de
R eron - Wome0 +
RS W R P S
Bl dren pedida resul sc:
BNCERE T

s= e mas

2
Sty

15, Calelar e drea e la figura plana situada e lpr-
mer cuadrante y limitada por X' + ¥* = 4x ¢
¥

(Propuesto en la Univ. del Pais Vasco.)

Laecuacion ¥ + ' = 4y representa

femacederdior = 2y ceaiagad 0 GY

como queds d maniietoa i e fo-
Wiy

ma: (x -

= 2x representa una pardbol

o s ot ol

Lo s comunsd s curas o s -
Iuciones de la ccuaci

yex Ax-x‘ e

S =D =0 -




suma de las dreas de dos recintos , y S, de modo que:

s !

Se calcul separadamente S, ¥ S;.

oo [iTa e

5= vfdxaix”’] s

Para caleular

= = 2em s 2 - dv=2coud

Los limites de integracion s transforman del siguiente modo:

se2 [V (52w
s,w‘] mmm,‘jb costtdt;

R R Ry

En defintva, se tiene que el drea buscada es:

(5

resutando que:

'

S=5 45,

16. Determinar l drea de un crculo de radio R

L ccuacion de una circunferenci centcada de radio R

¢ ey =R

€5, ¥, por tanto, el drea de un ciculo de radio R viene dada por:

‘/ﬁ
\J/

o
e e e

X Remt ~ dx = Reostd ¢ = aresen .

Los nuevos limites de integracien son:




st pues, se tene:

B T R (e R N

N
w4

o 2 o

T T P Y

. Hallar e drea de un sectorcircular de radio R y éngulo a.

Se considera a circunferencia centrada de radio R
de ccuacién ¥* + y° = RY.

Seaa,0 € a € ., un dngulo en el primer cua- (Rioos e, R benc)

drante.
El drea del sector circular de dngulo cenural  se

descompone como suma de las dreas de dos recin- .
t08:S = 5, + S, (véase la igura adjunta).

S, sl drea de un tridngulo de base b = R cos o
Yalurah = R

oo sena sena sna Rooa
sefE e R
® R .
5= A wnacosa = Hownzaw

P

Para caleular esta integral se hace el cambiq de variable x = Reost + dx = —Rsen tdi.

Lo v s d epcn o [ 27 R 8 U= 200 e
S [l [T g - [T

T3 QTP S A | L)
sem frmtva (3 fann] [
Ra R Ra R 5
e (BB ) 0m (B )
i S
R Rla R

1S = sl d - s da




Pa

Non
e  retado i e e i ;
Sea  un dnplo cuslasira (0< <2 a se descompone como @ = k () + 5, donde

Ke0,1,2,3)y ulo es en el pri ; drea de un cua-

et o s T s e

R
[

s=k

completa, se tene:
axR _ aR
=X

18, Halar ¢l drea limitada por ¢l cje Ox y ¢l primer arco de y = ¢ sen ax.
Se estudian los ceros de Ia fun
y=esnax=0 = snax=0 —

< me e
0
or consscne, o priner e e fcin s
correspond con et meralo [0, | st pus,

el drea pedida viene dada por I integral:

s

e sen ax dx.

Previamente se calcula Ia correspondient integral indefinida.
woen o duscactd,

Integrando por partes, haciendo ' resulta:
dv - smaxdx v e - scosax,

'
Lcosaxe — fecosaxdx =
a

Laintegral I, se calcula integrando de nuevo por partes, haciendo

u o du=caetdx,
' se tiene:
ax,

av=cosandx — v

. ' :
= feconandn s Lem s+ femsnaxds = Lesenne + 1
Susiuyendo el valo de I,  , s deduce:

e

' (i
-2 o fe s 4 s an = - e cosax + sen )



- Gl & o et e = G
)

Por consiguicnte, cl drea pedida cs:

A O

e

e[ deasa) (o

(Cambio: 4 +

e determinan los puntos de corte de a curva con
el cje Ox:

=0 - y=x@rn=0

-y =dyx=0
‘Comola curva dada es simétrica respecto al.
abscisas, el drea pedida viene dada por el duplo del
drea imitada por Ia funcion y = ' VA + xy ¢l
cie Ox en el intervalo [—4, 0} es decir,

s e

‘Se hace el cambio de variable ©* = 4 + x
= x = -4,dx=2d

Lo s 5

4

o,

e o0 oos
soafle-sima s [ee-nan s [ a o
Lo B, 16 )| (1 e sy o a0
sea(Fe-gee o)L B e B0 e
. .
e,

(Propuesto en la Univ. de Valencia.)

En e e se determioan o pniondecoe ey = kil = 29 pars ol
se resuelve la ecuacion:

247



Teniendo en cuenta que ambas curvas son simé-
trias respecto al orgen, e irea pedida reui

[

s-a(ge- o)l

- )-20-0= e
Siseimpone Ia condicion que stablese e proble-
ma, resua:

se6t -

21, Demostrar que no tienen senido la sgulentes integrales impropias

. R
=55 o
T e S
ey
. e e
YT P i W N

Laintegral | esd definida si existen (son finitos) ambos limics

Teiendo e v e | + K, resua que

&
-

b i
tanto, I inegral viene dada por el limte:

g el

‘Como el limite no converge, Ia ntegral I es una integral impropia divrgente.

lim  2V%)

A e

ate



pias de funciones potenciales

S. & converge, sin < 1,y vale |

L] diverge, sin > 1.

converge, sin > 1,y vale I

diverge, sin < 1.

s integeales impropias:

fesmatin - ek s
S—




v m -

- s+ sen0) - (-5 s0 s wm0) 04§ -G

Pasclar o e aneior obsrvse que, par sl vl 3, 884 361 na

cantidad acotada, y que 5 tende a cero cuando a tende a in

=9 =041=1
+e

23, Hallr ¢l drea limitada por os jes coordenados €y = ~1—, 0 < % 21).

=

(Propuesto en la Univ. Complutense de M-
drid,)

'
Teniendo en cuenta quefa funcion y = ——
Vx
et dcmimidad de g
drea pedida viene dada por

oo

i [T 2o
a=or 30 a-o 2

[P B A
a-or 2

3L
2

2
24, Caleular ¢l drea limitada por x = 4 — y*y el eie Oy.
Se determinan los puntos de corte de la curva
x =4y con el eje Oy, resolviendo la

ecuacion:

x=0-=

-¥ = 2en

El drea pedida viene dada por Ia integral:

3

se(1-)- (e d) - 2

G-pay -]
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25. Hallar el drea encerrada pory = 4 + 1ey’ + 2y + x =3 = 0.
(Propuesto en la Univ. de La Laguna.)
Paca una mayor comodidad se considera a varia-

ble xcom funcién de la variable y, e modo que Hy-mar
se busca ¢l drea encerrada por as funciones

Yordax-3a0

¥4l

Se calculan las ordenadas de los puntos comunes
2 ambas curvas:

PR

- sy 13m0
_9sVEER __9xm

B ren pedida vendd dada por I negrl:
S [(y‘—zyo!) (y")]ay:—}smeAw‘uydy:
etedr-teeml

4 3,.3),l(“w 121169
¥ 24

( Am) s,

=
g

x=3 - cos

resulta

-




27, Determinar el drea acotada por {(x) = ¥ In x, Su tangente en el punto de abscisa ¢y l cje Ox.

(Propuesto en lo Univ. Complutense de Madrid.)

b/ y=xiny
Sl en prmer opar,  derada i
| Gy =
00 = Xinx 4 %L < x@ix s
Y F@ =L xamy e,
La ecuacién de la tangente a la. Y\lncldn y = f(x)
5 e puo de b X "
T s = o Sy oy
et e
J
y-el=de(x—e) = y=dex -2
3 Como la curva de ecuacion y *inx
conual e O a3 = I b e e o ek
y e vien . por:
i 5= [ - ger-2nan
(O In x = 3ex + 2¢%) dx.

S call prviament a igral defnida ' n x .

Inx — du

Integrando por partes, haciendo o resils:

PP U R S IO X Nt 1Y

' T
SO S N




TEMA I1I-5.3. — Aplicaciones de
la integral definida

Ejercicios resueltos

- Callr b onid de sna e de

T e de ronterena d ado R y
centro ¢l origen de coordenadas

Xy

SPREL NI B

B

Determinar el volumen de una esfera de radio R.

4R =20k

de un e (por ejemplo, ¢l O%).

L L | R LT Y PP

—

u v

Bl 4 lren engndrado o irr sobe f
el recito limiado por la purdble

Ly fa rect

Seavidea recino m:a,...n franjas horizonta-

y =% =1

e ek s Oy gt
clldr,deradion ars y, vy vohmen &

quext =




Calcular el volumen engendrado a giar arede-
el recino plano limitado por

Se divide ¢l recinto plano dado mediante franjas
bocizoniles el ardbola et e s
adjunt A recténgulo cemental, de di-
e Z—Xyﬂ‘hll!biudniurdzll

e dy, cupe ol & 0V = 72 — 445,
Loslimitesde integracion s obtenen resoviendo.
o sistema

x=2 1., T e
P R Ry

we[on

Por tno:

v:ztg;(z—%w)'ayf -K:(‘—%w )= 2e(oy = 550 i

2

#)een

Determinar el volumen de un tronco de cono de
mayor

ve(ie-

s
radio radio menor ¢ y altura
El tronco de cono de I figora es engendrado al
s e e Oy st plano Ui pox
los sepmentos AB y y los ces coorden
u«mmum.,\n.w-mum. 0
B b, s

y=0 x=R_ _1-R |
h-o r-R T Tw R
Porser volumen d evoluion lddor de e
e
N N
B
L [Me=Rr
ver [ty m
(Esmem @ e
» 3 )
fomaw _—
Ven(ETELR L pp)

]

TR PR

. de la ipoci-

s
cloidex = - cos' 1,y = 2+ sen’ 1.

¥ =t 0o s = 0-vsen = 0 enclmenalo 0 26k = 0.6 = 7.

e lrededor 4 On o s de  cuv, s xpes Bt

s

254
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- Ftsent; =Y senticos
G ety = gh = sl st

IO + [y OF = 92t cost L+ sen’t + 987 - sen’t - cos't = 9% - sen’ - cos’ L.

X0

=
O A T N

"

P CRTPPRPRTI R SNTPRE S
P

Solucién de los cjercicios propuestos

1. Hallarla funciones dads
abcisas se indican:
@ Pardbolay = ¥t — 2x + Jenex = Oyx = 4,

By =S e = —tyx = 41
O Uy —xt =8 = Oenrex = 2yx = 4.
@ Pasibolax = Yenrex = Oy x = 1.

o x= 3~ lenwey = Oy =4

yx = byiene

[ were.

dada por a expresidn: s

@ En este ejercico f®) = ¥ = 2x + 3,3 = 0y b = 4; por tanto, {'(x) = 2% = 2, [ W =

B R e T

cicio): VX — 8 + § = 2x + t; demodk ot

Vi B s S = et - 4

BueS=ad+du b o A B=S ¢ =

¢ IR L
R R e e e
A pues, el integrando queda:
oS o o 26-0 S-femeen cais
RS M ey T e 0+
Derivando la variabl X respeco a 1 s¢ tiene:
4 5= ,L( 1nm-(s-r‘)] (.ums)ﬂ
e )T (3 A\

""")a\
w2




Teniendo en cuenta que VAX — 8% + 5

Nt

I -
: i s

e e

i, a o pdit vine i o

I S;Wsd“ S ( i

Graes (_thu.u
w Tacey Ay

,I,,.“u.ws,z 'ifﬁ 4B 260 4 40+ 25
Ty le Twwy YT wleaT veeemes

i

£ 804 260+ dn 425
[Tl

Lag B
Wy
fracsiones clementales:
Wime9 A, B -
Wr ez wed | ar

AC+2' +BE+D 4 C
W
ACH @A+ AL IO
vy

Por consiguiente, I intgral resulta:

=il

D
(tereityeiiar)
TR I Sp— | ]

e a

(M=% om0

A=2 A=2,
4A+Bag -

wwll
2L omis s e - nazon

m2,

], -1 -

235040,



9 Despel i —x-as=

ey = 10 = 225 e modo que
(g A -8 xol6
® W 2

2 1256
o

Veearer (S22

Sl

Por tanto, I longitud pedida viene dada por

B e Y
X+ 16 L

R (e

@ 2\ (8 _2)_ 1B 2 1

(T’T)’(? T) 63T e "

Y !

i

[ VI FOF a5

En oo eyl = £1) - .

o7 = B =i iyl - Lo

condovadne s vaades A

e s S L1, 1 i pas
verse en la gréfica

3

¥ = aey = B, vienc dada por:

Asi pues, I longitud pedida es:

;.§'_ e - | e 9 T ¥

esta integral se ealiza o siguiente
iy devlmhk véase la ot a final de este

ejercicio): V1 + 4yt = 2y + 1, de manera que 4l
e L s et 5

tiene:

VITai=2rst =+ I4dfadioanet = y=
Y, por tanto, resulta:

Vizdyp=2y+t=

Derivando Ia varable  respecto a ¢ se tiene:
¢ ) LW - 40 -1
e

&

@ " a a

Teniendo en cuenta que VI + 4 = 2y + 1 = ¢ = VI + 4y = 2y, los nuevos imites de inte-
sracion son: {’ i
y
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R
et

(5

camid - o) |a

EETYIRE

el

'
g

B awes-n- )|

o Larams s w2059

€ De manera andloga al apartado anterior se tiene que F() = 3y = 1, = 0y § = 4, de modo
S ya o Fop =t
¥ P ==

e [T

Para calcular st integral e hace l camblo de variable t = 4 + 81y ~ y

aue F' ()

por tanto:

——
Lossors N e it e [ 179 7 ¢

3.

En definitisa, a longitud pedida vien dada por I inegral:
L,
P () = e
L2

e e L - ) = ol 9 < -

s=d [rremg L

Nots: Las ntgralesde tpo | R, Vax® & x + <) dx,donde R cs una funcién racional se pue-
Ao z R enbed

eciben e nombre de susiticiones de Eulr:

1) 518 5 0, s puede hacer: Vi 7 B 7€ = Vax +

2) Sic > 0, se puede hacer: Vax' + bx + ¢ = tx + Ve

e resles p y q, de modo que & + b + ¢ =
de variable Vax® + bx + ¢ = t(x ~ P).

3 Si e trinomio ax! + bx + ¢ = 0 tiene ral
VB o e et e o s



2. Calcular la longitud de 1a catenria y = 5-(e** + ) enre x = 0y x = a.

La funcién y = (&% + e*), que representa la curva catenaria, puede escribirse utilizando fun-
del cercicio 9 d) del tema 111:22:

ciones hiperblicas de Ia sguiente forma (véase la nota

¥y =10

B en sy an
FErsemaan

ELCEEES

Asi pues, la longitud del arco de catenaria pedida

ffiewia ot u-

ash1-sh0)

3. Caleularla ongitud de -dy=0,
b bt

(Propuesto en la Univ. de Salamanca.)

Lalongi i =x0.y =
puntos correspondientes a los valores del pardmetro t, y t; viene dada por la expresi

- [ivwors wora.

En el caso planteado en este ejeci
t, = 1, de modo que la longitud

R e )
arco pedida es:

~ ¥y =3y =0y

R

(2o

Los muevos limites de ntegracion son: [ ¢ 7§ 7

. Asi pucs, resuta:

BT e
el e - - e,

inando el pardmetro t n las ecuaciones X (1) ¢ ¥ (1)

[xsn*-uﬁ

PR A

|. y

)

%, a longitud i porla formula

o e
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En el caso planteado en este jercicio: 1) = X% — 17(9)
de modo que 1a lonitud pedida viene dada por:

O R e R R PR AR

Par e or do s s b o cambi de b 4 + 95 1~ s = 1.
s i [0 68
Los o s de gt s 2914t e

4 e

. Comprobar que Ia longitud en el primer cuadrante de la
esipual 2 Sa.

!
3V - 8 < L

hipocicoide x = 8- cos’, y = a - sen’ t

= x0,y = i
puntos correspondientes a los valores del pardmetro t, y t; viene dada por la expresion:

RN

Para ef caso planteado en este cjerccio se tienc:

OF a1,

X0 = a-coPt = () = —a-costosent =[x (OF = 987 costt - senit.

sen't =y = acsentUcost [y OF = 9% sent 1+ cosl

Por tanto, resulta que:
X QF + Iy’ OF =

= 90t cost - sentt + 9% sent - cos?t =

¢ sent - cos - (@St 4 st )

= 98 sen’ - costt = (3a - sen t cos 0%

que los limites de integracion
ncara e deine 1 longhad  s0n n e

casot, = 0yt = 7, se obtenc:

"
wrociioe: 10 o
P S

(cos 7 =005 0) =

i 3
Fer-neFu



=0yx= i i P
Oxlacurvay = senx.

¥ = £ alrededor
del eje Ox entre las abscisas x = 4.y x = b viene dada por la expresion:

B

En el caso planteado en este ¢

o se tiene: 1(X) = senx ~ /() = cosxia = 0yb =

e [V

modo que resulta;

Para evaluar esta integral se hace ¢l cambio de variable ¢ = cos x = X = arccos ¢~ dx =
'

a
Vice

Se hace un nuevo cambio de variable:

ViT=ttu = 140=CrAutad =t

Por consiguiente, el integrando resulta: VI + € =  + u =

I AT AT T
du du u w

Los nuevos limites de integracién, teniendo en cuenta que u = V1 + € 1, son:

Ast pues, resula;

- u=Vi-1,
~u=Vi+

TR e
2\ 2 M-zu’ Vi

s %[(‘ﬁf’”}»zmﬁn)—ﬁ)

N S )

21



[(ME2 o) Gz 2w+

s 2
’( 20— 20Ee )]
S=T@VIH4IOT 4D+ 2V3) = 2VE 00T+ D) =MD

Tenwrex = 0yx

6. ldem delacurvay =

Como en el cjercicio anterior, el érea pedida viene dada por la expresicn:

N

: por tanto, s tene.

Enesecaso (9 = ¢ = /(%) = < = [ = -

s = 30 [ e TT o0

s Wi e(-L)an VTR

Para evaluar esta integral se hace un nuevo cambio de variable: VI 4 © = u + 1,

Procatendocomoen el o antecior s abineaue Vi + = 4Ly

u),,,,
e

Viea-

Los nuevos limites de integracion, teniendo en cuenta que u

Fliledd)e

o . :
S (s ) T 1w < g




7. Idem de la parbola y* = 12x desde x = 0 hasta x = 3.

sréficamente Ia curva de ecuacion
o s ad s onern e, v

a respecto aleje O, la su-
de revolucion que se engendra algiar la
rededor d dicho eje e igual a a que s en-

o
y = ViZx. Asi pues, ¢l drea pedida vendrd P
et

R

En el caso planteado,

) = Vix = '@

'
Wik

SO B
‘IH’QI“e = 0yb = 3, resultando:

Y 1 3 Vi2x Vadx + 1 Y
sm e Vim0 g [ IEEE Lo [T

Para calcular esa integral se hace el cambio de variable: u = 48x + 1~ du = 48 dx.

Lo s e i {323 % 7 by ks, e

= masow

" Deseiendola vaable y e n (el e
éxf — x! = 8a'y’, resulta que el arco de curva al
o e  eaherv b

:[(l):—x\/l Er

funcion explicita

pan x €10, ). Por comsiuine, .m.lu queel
irea pedida viene dada por la expresion:

P s Lt T

Derivando implictamene respecto de x en Ia ecuacion a'x* — x* = 8a’y’, resul

a0 = ey




Por tanto, s tiene que:

o = 1 4 =2 R@ -2 | @ ny
PrIrOR =1 gy e  we-n
PR U PP S LY L
k= EE) 8 - ) O

e s s
R e T - S

Ast pues, ¢l drea pedida es:

s.z,L—"%ﬂd = [ram-ae
ST ST R

9. Hallar el drea de la superfcie de revolucidn engendrada en la rotacion alrededor del cje Ox de una

elipse de semicjes 3y
< a) viene descrta por Ia ecuacidn

=BT el
a a

Por tanto, e tiene que:
@@ - x) ¢ b
P

i

#-p

La superfici del elpsoide vendrd dada, teniendo
en cuenta I simetria de la figura, por

5= erily‘/l T

s er [T Yo

or los valores.

Susttuyendo en la expresidn
hallados antes, resulta:

oo

VEea-am [\




P o st i s gt 1 - |~

para o cual s hac e cambio de varable senu = £x ~ x = Lsenu + dx = Leosuda,

resultando:

ot

€

et T - 2

Rt

Wiea).
R

3

Por tanto, s tiene que:

s

5oz

[rcsene + €T =€) -0+ 0] =

(mone2)

2eab

S=2rb 4+

seamfoe

0. y=0cy=1dek
eje O el arco de curva de ecuacion x = y'.

B drn e ven dda por i fomua = 21 [ F) VT TF7GYF d,en donde
Fo) =y = F'0) - dha=0ybal.

Aot s, e s
sea (VT O - [T e,
Se hace el cambio de variable | + 9 = u ~ du = 36y’ dy. Los nuevos limites de integracién son:

y=0 - us=1,
y=1 = u= 10

Por consiguiente, resul

3=
£

2

s Vi = e 2on] L g0V - b - asen

10, ldemdelacurvay? + 4 ~2-Iny = Oenrey = ley

Despejndo a variable x n la ccucion ¥ + 4% ~ 21y = 0, resuta x = F() = 4 @1ny = »;
)

wme vy - (2 ) -




At pus, o e petic, aplicando a s fomul o e e aneir, sl
¢ [PL - [ESATI & L e oy [T 1)
sea[pam-nyie (55 o - 5 [any-ny Ok

K ulny—y‘»( P oy e 5 [lamy-n
- s ; )

se 22 fvmra 2 [l a - e [yals

%((y,,,,,,%)‘uny\’f% yTx)]:

L e R Rl

day;

S=FOmI+ - = B2

B drea pedida debe interpretarse como el valor
absoluto del resuliado anterior: § = 13,2776 .

Obsérves enla grifca de a funcion x = F(y) que
el signo negativo de laintegral s debido al hecho
de que para y € {1, 3] I funcidn F(3) < 0.

12, Halla i = senx
¥ el segmento de dicho cjc comprendido entre 0y .
(Propuesto en la Univ. de La Laguna.)

B v= los puntos

et = a5 = b vienedudopo 1 tormul: V = « {19

Ba el caso planteado en ese ejercicio se tiene que el volumen pedido es:

fimtsa el o) o(5-0)-0-0) -
"
dicho cje y Ia gréfica de la funcidn £(x) = [ 53 Lallazay

(Propuesto en la Univ. de Barcelona.)




e decompone e volumen buscado como sums de dos voliments Y, Vs (e fgua s,

reulando
Vaviews
|
v wwpes e [wres
!
v
O %
=
ST
3 2
s 2
(L S Sy
7Ty
s de radio & = 2y aturah = 2
idas de a geomenia cemental.
xn s »
Vevievi- ernat g R
i b e gl 2
10, Hallr el el e Ox el timitado por y =,
clsie Ony la et o 1
Aptandoafomul: V = g, resta:
v [
1. Deermi detareoax Jimiad
dich recay Ia pardbola x - 7,
Para eslver st eecicio s aplicard l teorema de Guldi
deun e exte:

o acla, cs i
0 geométrico de la region.»

Es decir, V = - 21 - d; donde S = drea de Ia region y d = distancia del centro geométrico al e
de giro.

Se caleula, en primer lugar, el drea de Ia region plana que va a gencrar el cuerpo de revolucién:

3 LY P X
R )

267



16. Hallar el volumen del lido engendrado al girar la curva x* + y°

268

entormo a un je extei

A continuacion, se cacula e centro geomeétrico G(X, ¥) de Ia regn:

Por consiguiente,

Vesimde

2

0(va que a rgion e simétrca respecto a O%);

fegfinao- L fiona

2

ER T
§3 LTH 53

[———
p
E)
2
IIET—T Y

al eje de giro, x = 4, esd

oL X5 1
]

segin e teorema de Guldin, el volumen pedido resula:

8 _sm
B I
T - o

i ool e gt det e I el = =4 D 65 D mort &

onces <t voumen pedidl view dudo

e

e fva-

vl (3

Aplando oo d Gldincomo enel -
anterior,se tene que el volumen pedido vie-
nearoror VoS30

Como e s 4l il unitad s =
tedndo sy e o o

circloxt + y' = Les nmummman,

Rsute o 4 = 27, por

d

Ver2e2

i

Not: El cuerpo que se genera al girar un circulo.
a6l recibe el nombre e

toro.

st [ o0 0

o, 3
3

2) 0. 2

1 alrededor de la rectax = 2.




17 Hallr o voumen gecrd a gira alededor el i Oy e rcinto imitado po la crva y
el eje Ox y la recta x

Como en los dos ejercicios anteriores se aplica el teorema de Guldin,

S el 418 st G g vl

men de re ] x=1) 0

. R
PR
e ran ] 4
La dinancn dl centro geoméico G, 5) del
recino al e de i (ie Oy s precsamente la
coondenada . Astpuss, s tene

.
.

L2,
or cosiens, = 5304 = 434 - 2o
Nea O frmade el e i s
‘Se considera el volumen del cilindro de radio R = 1y altura h AR TR
El V. menos ¢l volumen V. irar alrededor del eje Oy
1n superfce limitada por el el Oy y Ia curva x = V7, para 0 € y < 1. Asfpues, e tiene que:

O RPN P

1.
mer arco de la ciloide de ecuaciones =
Elpriner o d sl ssird comprendid
e los dos primeros valores consecutivos de la
riatl x qu hacen mlo € el e I varae
¥. A pues:

y=l-cost=0 « cost

=4 =0,6 =2

x=t-sent

Jmttoyndo oot = ¢ sntetoe
y=1-cost valores de t, resula: x, n 0=
x

oy

2.
Teiendo e custaque = (1 = cos ) o, apkcando ol V = v [, e ue

volumen pedido es:

Ve [la- - wmoa- s [T a-wsra



P TP
vee([ras [Feaes [Teia- [ona)

del coseno, se tene:

vee([ramees [rona—e) (oo

3 3sen2t |27
ver(ie e g2

= x(@r+3x 40 -0 = 57w

Nota: L
sobre el cje Ox.
19. Determinar el volumen de un cono de radio R y altura h.
Elvolumende unconodeadloR  hure ol
umen de revolucion engendrado al girar en tor-
70 a1 e O ol recito plano I
cjes coordenados v la recta que pasa por los
puntos (0, R) y (h, O); es decir, la recta de ecua-
iéniy = - + R. As pues, ol volumen del.

vee o (R nfos
v L

B B )=o)
3nt h

E N

R
20, Hallar l volumen de revolucion generado al girar
alrededor del cje O la clipse de semicies a y b.

Secomsiden I lpe cenrada de semiies a b
que tene por suacen
LR . N

Debido a 1a simetria de a eipse con respecto al cje
Oy, reslta que ¢l volumen engendrado por Ia clip-
se'l girar alrededor del e e abscisas es igual al
doble del volumen engendrado por Ia parte de la
elipse que esud e el primer cuadrante. Asi pues,

el volumen pedido es

v

N FET X S




et (-

1.l ol vltyn dl o xgedrndal s e el i Oy o rsino
paribolas y = 2

(Propuesto en la Univ. de La Laguna.)

Pars e ol volumenpeico s aplc . "
Guldn s o i 19, sginel

ente se calculan los puntos comunes de
I pariboas

y=x -

ve 2 %

-0~ =0
ya=d

El drea del recinto es:

5= o

—0-ow

Como el eje de giro es el cje de ordenadas, la
distancia del centro geométrico G(x, y) al eje de
giroes:

Por consiguint, el volumen pedido eV = §2x -4 = 9+ 20+ 2 = 2 ¢

2 i D O Wl i i
ardbola y —+6ylarectax +y =3
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Pl
3
p
i X+
3 o T 1

Se caleula la coordenada

3o g

La distancia de centro geometrico al ce de giro ¢s d

Y Y |

Prvamente sl o punos comunes de
a reta y Ia pardbola

S X3S0 =y x =

Bl irea del recinto viene da

por:

[ e 0 -0 o

N R

del centro geométrico G(X, ) del recinto:

- 28 4 W dx;

3o

st pues, en virud del teorema de Guldin el volumen pedido cs:

Ves 2r.d

24

3
Haw

vas¥i = dyey - -3
(Propuesto enla Univ. de La Laguna.)

se desea halar su volumen,

272



a dicho eje de los tes recintos S, S ;.

En primer lugar

anterior y de éstas con el efe de gio.

- a2y

Sea V) el volumen generado al rotar en torno al eje de abscisas el recinto S,

(5oerf

[ [hw-wa-



274

L - RO RT P v

R R RE| eo [wfxf)mw

Por razones e simeri, obviamente Vi = V, = 0,5647 .

S LT PR S
V= 4. 5 - 310

Por consiguient, el volumen pedido es

VSV, V]V = 0647 + 05647 + 522974 = 53,3668 .

Sea el recinto limitado por la circunferencia '

+ ¥ = Ry los s coordenados. Determinar las
Coodenade 4 cmt i n & pmer st

Bl dres deun cusdrante de o s S = K-t

n
(véanse los eercicios 16 y 17 del tema 1115.2).

L coondnuda e car gromieco OF, ) e
s ot e o

oo g oz

s 9

e s gl el bl de v
fixon

R resutando:

P |
= 3

= X, Aslpues,

A I S S|

fdem par 1 e % + 2

1 o - T2 e f e 13226 ).

L centro ico de

' 4 b
gl fit




Haciendo ¢l cambio de variable
@ X du= 2k v

Los nuevos limites de inegracion son:

g

e

_]' YV =Yy =
cundrante de una iejs ay best
PR
o(srnr)
26. fdem para el recinto limitado wr el eje Ox y la grfica de la funcién

L b

Por anto,

s flu e [l
RRE BN )
(3

Las coordenadas del centro geométrico G
ecinto son:

-0t [ e v H(- 2o w3

()4

i, s o i o 6 24,4



lacumay = ¥, el e Ox

Ea
ylarecax = 2

CTTI

Lasconrdenadas dlcetro eomético G
ecinto son:

T

B e
$ova-d

,m,.‘I

8. Ap
e Ox el rcinto del efrcici anieior.

1),

volumen de revolucién que genera vene dado por V = 2¢ -+ S = 2




TEMA IV-1.1. Sucesos aleatorios

jersicios cesnelios

1 i
mero total de casos; ) siinteresa el resultado de cada lanzamient.
(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)

Endl pri dos I
e e s

= {(alen 3 caras), (salen 2 caras y 1 crua), (salen 1 cara y 2 cruces), (salen 3 cruces) |

En el sepundocaso hay que considerar o ordende apariin. Dsignando por Calacray por + 3
la cruz, el espacio serd:

E; = [(C.C.0O(C,C, 40, (€, 4,0 (+,COLIC 4, +),(+,C, +).(+, 4,0 (+, 4, #)).

o s qu et epeeiad s s comlaacloes cn et dedoe e,
eplyeiimal ol
("

;-')Anﬁmm,.m.‘,id,ﬁ, (2+3-1)

repeticidn de dos clementos, C y -+, tomados tres a tres; es decir:

Vi, = m - nimero de clementos de Ey = 2 = &

2 2,3,4.Sea A, i
10 i aparezca en su lugar natural, donde i = 1, 2, 3, 4. Demostrar que: ) A, N A; N A, C A,
b AN ANACA,

(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)
A\ 0 A, N A, signiica que se producen los sucesos Ay, Ay y Ay €50 e, que el digio | aparece
pine: o, cue e o 2 aprece n sepundo op » e o i 1o e e oar
 tanto, ¢ digito 4 tiene que aparecer en cuarto lugar; es decir: A, N A; N Ay

1) Por andlogo razonamicnto, A, N A, N A, significa que el 1 ocupa el primer lugar, ¢l 2 ocupa el
segundo y que el tercer lugar no &t ocupado o o 3 por (o, e ogar e supado
porel4, ANANAC A,

E

Para los sucesos A,, Ay, A, se cumple por el enunciado: A, U (A; U &) = (&, U &) U A,

Hallando el suceso contrario:

Por las leyes de Morgan: &, 1 (3, U &) = (&, U A 1 3, =
“ANGNR) A

Como A, = Az A, N (A; N Ay

AN AYN A,



Solucion de los ejercicios propuestos

1. Proponer d de sucesos aleator
P unrey
al extraer una carta de a baraja.
inisas: un cireuito
dado, el producto que se obtiene al reaccionar dos substancias quimicas.
2 Enl Jos d eatori cules s0n K Jemental
7 puntos al 1,6, 2.9,

6,49,6,3,6.2. 6. D).

(rey de oros, ey de.

un rey al extraer una carta de Ia b
copas, ey de espadas, rey de bastos].

3
do i caras». Determinas ¢l espacio muestral
E s mussrl de un crprinento e ormad por todos s e reuadr. Al s,
= 1€, €1 €3, €3, Cu €3

deat 100 pes
tas. Determinar el espacio muestral, sabiendo que se consideran disintos dos sucesos si, aunque sc
obtenga el mismo nimero de caras, son monedas de distinto valor 1as que presentan I wcara.

Sise 14 cads 1a que cada posicién indica el

tido por los siguientes 2 = 16 sucesos elementales:
EeGCOaEEENE0 LOLE L NELAOE 0D
1 (4 €GO (G CL ), (5, L 41O, (4, €L 4 4),
1» £ cc) u YN+ 1 O »,o_»i]

obienido el suceso S,
bt i o e A

E = 01,012, (1,3, (1,4, (1,9, (1,6, 2,2, 2,9, @9, 2.9, 2.6, 3,3, 6,4, 6,9
(3,6, 6,4, 6,9, 4, 6), 5, 9, 6.6, 6, 6.

de sus puntos e miltiplo de 2, se tiene que S; = ((1, 1), 1, 3, (1, 9), . 2) @, 4), 2.6), G, 3,
(3,9, (4.9, 4,6, (5,9, 6, 6.

6. Resolver el efercicio anterior para S,y Sy

Procediendo de igual modo que en el ejercicio antrior, se obtiene que S, = ({1, 3, 2, 2, 2, 6),
3,9, 4,49, 6,6) S, = (1, 9), 2, 4, 6.3, 6,6

278



.

Verificar s en el ejercicio § y 6 s¢ cumple que S, 3 5,0 que S, C S,

Sedas; DS, Nosedas; C S,

fdem para S,y S,.
Sedas, C S, Nosedas, C S,

foem para S,y 5.

Nose dariS, C S, S, C 4.

Escribir los sucesos elementales de 53, S, ¥ §,.
(1,2, 0,9, (1,6, @3, 2,9, 6.4, 6. 6. ¢, 9, 5, §).
1103, 01,4, 1,6, 2,2, .3, 2.9, 2.6, 6.4, 3, 9, (4., 4,6, 5, 9. 6,6)).

0020 310,016, 0.2 03, 2,51 9.6, 0,9,0.9. 6.0,4.9
. 61, 5. 9. 5. 6.

o

. iSon compatibles o incompatibes S, y $,2 2¥ S,y §,2

Los sucesos S, y S, son compatibles, ya que S, 1 S, # @.
Los sucesos 5,y 5, son compatibles, ya que S, N1, # &
iSon compatibles S,y S Y 5y §7

@7 =2y

yaques, n's, =
exise inguna posibiidad de obtener un miliplo de 21 al rar dos dados.
Lot sucesos 5,y 5, son compatibles, ya que S, 1 5, # @ Por ciemplo, 1, 3) €5, N S,

hallar los
PEATES b S US. o SUS.
4 5, US, @ 5,0S, 580,
B Sns,. W SN, ) SNS,
B S US, 0 S US, ) §US,
msUs, SN, 98NS,
psNS,. &SNS " &0S.

@S, Us,
wsus,

(1,3, 2.2, 2.6, 3,9, (4,9, 6. 6).

0002, 0. 9,09, 0., @0, 0.9, 2.9, 0., 0., 0.4, 0.9
(6,9, 4/9.¢,6,65.9, 6.9

9SS -E
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DS US = (0,12, (0,3, 0,4, (1,5, 1,6, @D, 2,3, 2, 2,9, 3.3, 0.9, 3.6,
49, 64.6,6.5. 6, ), (6, 9).

O SUK = 5m (020 0,0.9,00.0. 0.9, 2.,.2.9.0.9.0.0.0.0, 4.9,
r 6.

6,059, 6,
B S0S =5 = (2.6 G, 9. 6. 9]
pENS =0
WSS = (0,3, 2.2.6.6)

0D 000 5 0,0,0.9, 0.9, 2,9,6,9,0.4,
(.64, 9, 4,6, 6.5, 6, 6.

10,2, 0,4, (1,9, (1,6, @3, @, 9, @, 9, 6. . 0.9, 6.6, 4,9, 5, 6.

S

0,102, (1.9 0, 9,10, € 2,2, 2,9.2.69.0.9.
6.9, 6.6), 6. 9. 6.9, 6.6, 6. 9, 6, 6.

(0,2, (1,9, 0,6, @, 3), Q.51 3, 4, G, 6, @, 9, 6. 0.
= 10,9, @9, 6.3, 6.6

9sNs, -2
(1,1, (1,3, 2,2, @, 6), 6., 5 (4, 9, 6, 6), 6, 5.

RIS 10,2 0,9, 0,6, €. 3, 2.9, 6. 9. 6. 6, (4. 9.6.6).
0SS =S = (D 1,2, (1,3, (L9, 0,6, @ 2. 2.3, @ 9. @ 9, 6.4, 6,5,
6.6.6/4,69,6,9.6.9. 6.6

14, Se lama diferencia de dos sucesos A y B, y se representa A ~ B, a a inerseccidn del suceso A con
son sucesos de B.
Seaxun
ey ek st et 0 o 1 Bttt % € A 1 B3 o denicn e e
cia de sucesos, x e5 un suceso elemental de A ~

15, Dado un suceso cualquiera, halla el suceso A — A.

Aplicando la definicion de diferencia de suce
16. Sellamsdferencasimirics d dos s Ay B,y e crbe A & Bl sicsio (A~ B) U @ = A).
Probar qu o sucesp A & B 50 prseaa 5y 530 1 o hace o  1s 5
‘Segin la defincion de «diferencia simétricas y «diferencian de sucesos:
AGB=A-BUB-A=ANHU®BNA.

Sepin resetar s oo

@ AyB, los sucesos Ay B ¥, por tanto, tampoco i
AN BB A: lueso A 4B nose da
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5 Sinose ve pingunode s dossiess Ay B, wmpeco o arkn A 0 By B 1 Ky, por

consgienes o 3¢ veiin

) Sise verifica A y no s presenta B, se verifca B; luego también se veifica A N By, por anto, se-
esenta A 4 B,

@) Andlogamente, si se presenta B y no lo hace A, se cumple B 1) A y, por consiguiente, A 4 B.

17, Siendo A un suceso cuslquiera, obener el suceso A & A
o cjercico 15,

Aplicando Ia defii ifeencia simetri vel
setiene: AAA = (A~ A)UA-A) =2 UG =2

En et rgular e numeran s cras conos digios 1. 2, & Desgnandopo Tl eobenr
la cara j» al lanzar e tetraedo al aire, se forman todas lus ternas de sucesos elementals posibes:
T To .l Con 1o uciso Ky Ky e 1 por formar 18 stema

W T Ty
completo de sucesos?

=M T T Ky = [T To T Ky = T, T Ty K = (T T T
AlnmrA —T K, Kz, K, K, forma En

=ML = MyK: = My, wn,m,wx.. las dos condiciones necesa-
iaspara que una ool n Sl sdds compleio: @) K UK, UK UK, = By
N K = @, panai .

[T Tk

T T B

19, ;Se puede formar un sistema completo de sucesos con los sucesos H,
Hy = (T, T, ;... del ejercicio anteror?
i X formad H =T,
R e o e
0 H,

1 et s e oo e ol o o s o s 0y 1. 1
Hy 0 . Como H, N Hy = (T, Hy 1 Hy = T, Hy 0 H, = [Ty Hy 1 Hy = [T, segin o
R e A S N i

20, Apar deducir
cibn de Ia interseccion de sucesos.

Aplicando Ia ley de simplificacion de la unién @ los sucesos A y B, se tiene: & U (B N &)

Hallando el contrario de ambos miembros:
Aplicando las leyes de Morgan al primer miembro, sc obtiene:
ANBUD =ANBU AL

AUBNA=ANBUA
En defnitiva, resuta Ia ley de simplificacion de la interseccion: A 1 (B U A) = A,

21 Apartirde A N A = A, probarque AU A = A
Aplicando al suceso A ¢l hecho de que la interseccidn de un conjunto consigo mismo es el propio.
conjunto: & N A = A.

Hallando el contrario de ambos miembros, y aplicando al primero las leyes de Morgan, se tiene:

ANA=A = AUA=A.




2. Apandelapropedd i A L 0.1 €)= (A U B) 1 (A U O, dedcimpogotad un
NBUO=ANBUMANO.

setienc: AUBNC) = AUBNAEUT,

Hallando el contrario de ambos miembros y aplicando las leyes de Morgan, resulta:

AUBNO-AUBNAUG

ANBNO-RUBHUGU

)
ANBUO=ANBUMANC.



TEMA IV-2.1.

Probabilidades

Ejercicios resueltos

. Se lanzan l aire cuatro moneds. Se pide:
) 2Cudl e la probabildad de cobiener a 1o sumo res crucesn?
) 2Cudl e I probabildad de wobiener exactamente dos carass?
(Propuesto en a Univ. de La Laguna,)

Pl Como
a probabildad de éste o
R e~ L
P = = P®) = 1 = P = 1 = =
bE
.
“6P®) = e
2. Deun . L unreyy
El mimero de casos posibes, ya que no influye ¢l orden de colocacion, e
0393
Cas = S gam,
s P
consiguiente:
4404 s
PO o T2

3. Una caja contiene 8 bolas rojas, ¢ azuls y 6 verdes. Se extraen res bolas o azar.
&) Escribir el espacio muestral 5.
) Obtener a probabilided de los sucesos elementaes,
(Propuesto en la Unis. Complutense de Madrid.)
) Desmando,rspestvamene, por R Ay VI xtrasion d bl o, au  verde, f epaco
muestral e

IRRR, KA, RAA, RRY, RYY, RAY, AAA, AAY, AVY, VVV]
5 La probabidad d cads oo
.
Gl

¢

3

() e mmytw,m,“.
% 3

PRRR) =




.
il S H L™

7
RORAY (u) B 7 (1!) 816 34
3

S g
- POV =

4. Sea's = {a,b, ¢, &, ¢, | un espacio muesial y p una medida de probabilidod en'S definida por:
P@ = ) = p(©) = P(@) = 5 D) = P() = - Se consideran los sucesos Al <. d, e ¥
B = {4, . . Halar p(A), pB) DA U B)y p(A N B
(Propuestoen ta Uni. Complutense de Madrid )
S, en efcto, e un espacio muestral, dado que:

D@ + pO) + O + P + pE) + p()

Para el suceso A

o= 50 + 51+ 503 5 = L v

Andlogamente:
B =p@+p@+pmtel L 14242 3
BB = p(@) + PO+ PO = § 44+ 2 =%
Como AU B = fa,c. d,e, 1], resula:

DA U B) = 5@ 4 5O + D@ + 5@ + O = +

Como A 1 B = [d, ¢, se tiene:

oA 0B = o0+ g0 =

5. Un experimento consiste en «extrac una bola de una urna» que contiene una bola azu, dos blancas
3 tres rojas. Sea 9 = (3, b, ] el espacio muestral y C el conjunto de las partes de 9, es deci:

€ = (2. al. bl {), fa, bl fa, 1l (b, 0]



Se define una funcién p sobre C de la siguiente manera:
i

'
Pl = i w8 = 5

@) =

L 0 2 ai
plla b) = 3 Pl = 5 b = 53
Es una probabilidad?
(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)
Evidentemente, como C es el conjunto de las partes de 0, C es una o-dlgebra y (1, C) es un espacio
‘probabilistico. Para que p sca una probabilidad tiene que suceder que:
Lop@ = 1.

Se cumple por definicién.

" babilidades de dichos sucesos.
En tecor
5@ U la) = ol =
1 1 = p@ Vi) = p(@) + p(la).
P@ + plla) = 0+ = ¢

Andlogamente:

P@ U B = p(@) + p(lb) = 35 9@ U ) = p(@) + plirh =

5@ U fa,b) = p(@) + b = p(@) + plla ) = 3:

P(@ Ul

P@ U b)) = p(@) + (b)) = P@UD = @)+ p@ = 1
También se tiene:

p(la] U b)) = p(la, b]) = +
2 = p(fa U 1) = pCla)) + pClB)

L

p(la)) + p(lb)) =

Andlogamene:

P08 U () = pdah + o) = 5
PG} U (b, = p(a) + p(lb, 1) =+ = 1.
P8 U i) = p(b) + o) = 5

P U a1 = B + pCfa i) = 3 = 1s

B} 8,8 = B0 + b, b)) = &



12,3,
bal
ian por B. Describi en térmi uB

(Propuesto en la Uni. Complutense de Madrid.)

Elsuceso A U B sepresenta s scobtene nimero par o s s obine bl roja, o s suceden ambos
Sucesos. Por tanto, A U B en términos de lo sucesos elementales e:

1200, 20 ), (4,11, @, B, (1,0, 3,1, 6. 1)
B = AN B, aplcando se

Aus

Como, por
puede escibir

bola con niimero impar o bola rojav. Por tanto:
=B =R UB = ((1,0, (01, 5), 6,0, 3, b, (5, . 6, b, 2.0, 6,

ol a oo mimer, Obienc e probeblidndde e llncar e dodo o obened t Mimer P
(Prouesto n ta Uns, Compltense e Moid)
Pora condictn ol poblta ¢ e
RO Pe) PO PG PO PO
R Rl

ComoE = 11,2,3,4,5,6]:

P() + PQ) + PO) + PE) + PO) + P(6)

‘Sumando antecedentes y consecuentes en a srie de razones iguales:
PO) _ PQ _ PO _ PG _ PO _ PO _ I
T SEg SSgT g
Es decir:
' s
PU) = 3P0 = PO~ P = i PO = PO =

La probabilidad de obtener nimero par, 2, 4 o 6, dado que son sucesos independientes,

624

PO

2, 4
@+ P@ + PO =5t S e =y

54
ratases 0,25
e a los 65 aos una persona sea miope o tenga cataratas?

(Propuesto en la Univ. de La Laguna.)

sea e
MU Cy su probabilidad es:

PO U Q) = PM) + PO) — PO N )

ML+ 0.25 = 0,15 = 02.

286



9 Caleular I probabildad
de que, al eleir dos tomos al aza, reulie el fomo Matemicasy.

(Propuesto en la Univ. de Valencia.)

1 o et .o -

El nimero de casos favorables se obiiene observando que el tomo de «Matemdicas» puede, para
formar parcja, veni acompanado de uno de los otros siete tomos.

Por consiguiente: P(A)

.
et i
P ———

: : ) res
1 e o csions bl 1) = 1453

FEt
-

Lo e s banas s e abene ) = 4 Forma s s o s e )
a

forma. Por " tres bo-
s del mismo color», se tiene:
'

s
PO =t e

Solucion de los ejercicios propuestos

. ¥ la probabilidad de cada suceso zl;memd th:u\-r la pmmnmm de que la suma de los puntos.
abenido n un Anzamieno ea menox

(Propuesto en o Univ. Complutense de Madndl

mismo. Para el exper i ladoss 1

D0 0.00.9.0,0.02.00.0.469,00,
1 6. 4), (3,91, 0.6 (4, 4, (4,51, €. 6), 5. 9, 5, 6. (6,6

queal 62 = 6 = 3 parci i &
L

fos s cmals aue oty a5V G 4 A

), cor
b A
pues, en el experimento lanzar simultincamente dos dados» P{(, )] = L para

%5,y PIGD) =

'
%

287



La probabilidad de que Ia suma de los puntos oblenidos sea menor que 7 es
P=Pli+j<T = P00, s;,u,.;.( 9 @D @ @6
' s
R R e

Aus

2. En el cjeri Ia probabilidad de los

Setinlesicoreehos A U B = (20) (b, () (4B 0,01 0.0, ). Se e
probaiidad de cadouno de o sucss cemenales ue fomn A plo,

i (. ;b g cucna qui o i form:
una urna y § de otra s § - m., et (2 e dnen' G s cases o e, s
regla de Laplace, que P12, )] = E’ Andlogamente, para los demis sucesos de A U B, resulta
| = Pl - o 2
PI@0) = P(@,0) = P(L0] = P(B,0] = PIE.D] = 55 PI@B] = P b)) = —-.
3 2
Por consiguiente, P(A U B) = §+ o= + 2+ - = = = 076,
3 1al 10, i Caloular la pro-

reemplazamiento; b sin reemplazamiento.
(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)

distne
3¢ los que dan de resto cero
()

¥8. Losdi

3,6v9 1,4,7y10;
dos de obiener un milliplo de 3 como suma de tres sumandos son:

Se estudian las di

P T
Sanrmta;

Sesratu 3
Seatamea Seata e

emratag dmarata; J-ntnea

2
con diez son Vi, = 10' = 1 000. Los casos favorables al suceso planteado son el total de los
correspondientes 4 cada uno de los nueve casos descrtos arrba.

3030343.4:343:3.444:3.3 443343344

34

C. favorables

34344404333

e

Por tanto, I probabiidad pedica es P = o = T = 0,334

bolas de una urna,
e i e e s

b sin
con diez son Vi,

C.favorables = 3:201+3:4:3+3:3:4 4433443343344
+304:344:324302.

3
Por tano, Ia probabiléad pedida & P = 20 =~ = 0.35.



Sean A, B y C s sucesos incompatibles on P(A) = 0.5; P(B) = 03
PANBYPANENO).

(Propuesto en a Univ. Complutense de Madrid.)

£ P(O) = 0,166, Caleular

Aplicandao Ias leyes de Morgan y Ia expresidn de a probabilidad del suceso contraro se tene que
P(A N B) = P(A UB) = 1 — P(A U B); como a probabildad de I union de sucesos incompati-
bles s gual i

dad), s tene que

~PA) + P®) = 1- 05 +025] =

PAUBUQG =1-PAUBUC)
P =105+ 035 + 0,166 = 0,084

P() + P® + PO

idad de que no haya ninguna bola azul,

1a proba

(Propuesto en a Univ. de Barcelona.)

Voo moes e e o o s con i - ) - 1.

(3)

%
Por tant, 1a provabiidad pedida e P = - = - = 0,37

que no son azules; s decir, G,

e lanzan dos monedas alaire. Hallar Ia probabilidad de obtener dos caras.
(Propuesto en la Univ. Complutense de Modrid.)

Bl espacio muestral del experimento C, C+, +C, 4 +1. Como los sucesos elemenales

Son caupromabice 3 560 uno de el  favrabl al Sueso platead Ia prob pedida es
1

Pegoxs

(Propuesto enla Unis. de Valladolid.)

Designando por , s i puntos, e teen
donaidad:

LA T Y !
17273 T EN
T 1 7 T 2 f




A parir de ellas, sc obtienen los valores de Py

2 i
S = Pim g pmis

4 2
fent, la probabilidad pedida cs P = Py + Py + Py = 30 + 35+ 30 = 32 = 0.5,

e aroviidnde . P POA ™ B s robASGRS B
@ s wno se presenta ninguno de los sucesos Ay B
1) D ase presenta exactamente uno de los sucesos A 0 Bv.
(Propuesto en la Univ. Polténica de Madrid.)
@ P = PRTUE = 1 - PAUB) = 1 - [P(A) + P ~ P(A N B
B PO) = PANBH UGN A = PANE + PBNA) =

PA) —~ PA N B) 4 P — PA 0 B) = P(A) + P(B) ~ 2P(A N B).

BANE P v D TN
(Propesto n o Univ. Compltese i
Y VAT ————.
AL RIS b e

PAUD - FAND - P+ P - B AN D -

T AT e T TR
P ——
ran D - -Las-oe-0m-0s
Por consiguiente, P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B) = 0,6 + 0,7 - 0,5
1. Dudes s s

£, it o il eunl Wbk, 8 S
sucesos S, r\Cys,uu B

Interpretar i By Cy estudiar si bl

(Propuesto en la Univ. de Granada.)

Bl suceso S, se i o ocurre €, niAniB.
Elsuceso'S, y
A0 B oambos.

Los sucesos S, y S; son incompatibles, ya que su inerscccion es vacia.

SNS-ANBNCNAUBNC-AUBNAUBNC=8NC=0.



n . Hallar
mente, y sin devolucion, res bol

@ Las dos primeras bolas sean negras y Ia tercera bola sea blanca.

(Propuesto en la UNED.)

Las formas posibles de extraer sin reemplazamiento tres bolas de una urna que contiene veinte son
5 840,

o

s tiene que los casos favorables al suceso p son§-7-12 - 612,

o s
S0~ s - 00

¥, por tanto, Ia probabildad pedida es P =

b) Las distintas formas de extract sucesivamente y sin devolucion dos bolas negras y una blanca

‘20 A, NN, BN, Por e, o e vt o vt s s s e o

o Tavorales  cads unde s s formas ciadas o s de, §
TE12-74 12 A pus, . probabliead pedi

o6 %
206 . B Lo,
o
pu pro-
babildad y determinar sa.
(Prapusto o Ui de Brlra)
dom - .3,45:6.78, 10, 1, eomdono sl il S e emt lnlcm:r)
aue al lanar porsimple
0.0278; PG = PN = - = -k = 0
e =
P = 0 = = b= o0
@ = P00 = o = i = 008y
PO) = PO = 5 = 5 = Ol P©) = PE) = - = 0,138
= PO = S = g = O PO = P = S = 0.1
s
PO - o.1667.
Por consiuicnte, s suma s probable 7, con probabildad
1. sl I ver gCutl s la mis de 7 punios?
(Propuesto en o Univ. Compltense de Madrid)
Altanzar dar Vi, = 6 = 77 o
i Fob iwala?.se

consideran las siguientes situaciones:



Pl o se da en un caso, cuando en dados se obtiene un uno.

b 3
o Suma . yun e,
casos; o bien, sacando tres unos y dos doses, lo que representa otros P} ? =
mis; en toal 10 + 5 = 15 casos
Rsonl +5 + 15 = 21. Por
, 225
P@) = 1= P@) = | - 52 = 2o = 090,

.
vamente, in devolucio, S id:
@ Descric e espacio muesral corespondine.
b Calelar 10 pseas,asaar
(Propesto e lo Univ de Granada,)
o Resnds por P e e e 0 g D s e 7 )
wesiral del experimento aleatorio planteado es (PP, PD, DP, DD]. Las probabili-
pen =22 pen - L
12 321
ron - et rom s Eeg
b por
i
P =D =+
. )

tenga cuatro bolas?
(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)

B mimer e caos posbes s V. 1968, que cud e s v bolas st cob-
carse indistintamente en cada und d las tres cai

Se estudian loscasos favorables al suceso planteado. Las cuatro bolas que van & ocupar Ia primera
9

4
V=2

e, i, s s oo 2« 402

402
i pues, P - 02048,
s s, probabildad pedid es P = —CCe — £ — 0204

202



6. Ped
dicz papeleas, numeradas del | a 10. ;Qué proba

Las disi i diez papeletas entre diez personas son Py

favorabes al suceso las permutaciones que comiencen por 1,2;

33,4 4,5 5,6, 6.7, 7.8,89: Y 9,10;
2= 18 iaci

dis-
p srupo. Asi pues,

parti as § papel
s casos favorables al suceso planteado son 18 -

Po oo, obikadpotn o 7 = 8L I8

7. 1 i
de que apruebe as dos e5 0,

@ Cudl s Ia probat

ad de que aprucbe al menos una asignatura?
1) 0¥ 1a de que 1o aprucbe ninguna?

0 2 la de que no aprueb fisica y matemdticas?

(Propuesto en la UNED.)

P

0SyPMNP =02,
@ El suceso aprobar al menos una asignatura es M U F, y su probabilidad es
POMUB) = POM) + P() ~ PN F) = 06 + 0,5~ 02 = 09,

) El suceso no aprobar ninguna asignatura s M 1) F, y su probabilidad es

PMAP =PMUR =1 -PMUF =1-09 =0l
) Bl suceso no aprobar fisica y matemiticas es M 11 F, y su probabilidad es
P = 1= PM N = 102 = 08,

i de fos que 10 son alumaos,

. En una clase mixta, que tene 30 al
¥ hay 1S alumnos que no repien cursa.

@ Jusificar que el nimero de estudiantes s 55

) Sise clige
v repta?
) Sise cligen dos alumnos al azar, zcudl s Ia probabildad de que ninguno repita curso?

(Propuesto en la UNED.)

o

deducid de ellos de una ¥ restas.




I T A
[ w ; v
[ | = W]
[ = w 5

4545, y 1 probabilidad de que el estudiante elegido sea alumno y repita

01818,

£ 1
2)-m

1a probabilidad pedid

19, e lanzan tes dados a aire. Calcular Ia probabildad de que se obtengan:
@ Cuatro puntos en cada dado.
) Una suma total de puntos igusl a 8.
(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)

Los casos posibles que se pueden obtener al lanzar tres dados son V{ 5 = 6

@ Obviamente, aso Por

'
P = Sig = 000468

) Al tira tres dados pueden obtenerse § puntos de alguna de Ias iguientes maneras:
G414l S+2+1 44341, 44242 y 343e2

sparcer
6P, =6, P =3y
Jes. Por anio, la proba-

Cada al considerar
los sumandos, respectivamente, a los siguienies casos: P3 = 3, Py =
- 346464343 i

2
bilidad pedida es P = 00972,

los Gy = (7)
dosbarasea i modlo i
o O e i el o i s 16 oo
o cocbonien s o i e

2. Enn caio e fgandoco u ddo rucdo. e begu 4 probaiidad d que el un ara
roporcional a su nimero. Calculas Ia probabilidad de que salga 3.

(Propuesto en la Univ. de Ledn.)



Pl
de proporcionalidad:

P P P iR P 4P 4P P,
T ST T awze3ears
2o
TR T
. Luisy i inco se reparten al azar cinco billtes

. 1000,
valares sean uno doble del oiro.
(Propuesto en la Univ. de Valladolid.)

Los casos posibles son las distintas maneras de repardir cinco bilees; s decir, Py = 51 = 120,

P
o soetes: (50,100, (100, smuooo zm»mm 1o, peont oot
s incluye P, = 31 aue resultan e aue e pusdn repan s s
. o e Sl B e st Bk S

s condns,a rbaidd e - 42

. Se lanza un dado doce veces. Hallar 1a probabilidad de obiener un as a lo sumo diez veces.

e estudia el suceso contrario A obtener once o doce ases.

Los casos posiblesson V; = 6%

dia son

cinco resultados que o son el a, lo que supone un total de 12 5 = 60 casas.

obviamente, "
Tavorsbes ol sooes & com 60 + 1 =

la probabilidad pedida es:

Por consiguiente,

P 099999972 (A s précicamente segur).
Nou: -
alcu a T que o aésicon sicar 3
. ) i )

-1 S 1ope S Lapobe
bildsd del suceso A c:

v - r (1) (5 )( )= )"( )
R Lt

6.‘ 7 o

Por tanto, la probabilidad pedida s P(A) =




23, Se lanza un dado cuatro veces consecutivas, Caleular a probabil
(Propuesto en la Univ. de Valladolid.)

ad de obtener por Io menos un 6.

Se cstudia el suceso contrario & no obtener ningin 6 en las cuatro tiradas. Los casos favorables al
suceso A son

o i Toscasos -
vorablesa A son Vi s = $ = 625,

Como los casos posibles son V; , = 6* = 1296, resula que la probabildad pedida es
o

< osim.

)
miliplo de h (h = ).

entera de n entre h. Asi pucs, Ia probabilidad pedida es P = <.

enteran = qh + r, resula:

'
- g undon = ).

2. Deune b 40 caras o e o e s n ol e e o e misao
palo, sean consecutivas o, i no son del mismo palo, de al valor.

s o e e o G (w) 0.5 o s s i

suesopamcado; preallo e oprsentcad car or s valor . palo ot cemplo, 1E = as de
espadas, SC = cinco de copas, 8B de bastos

Vs disinos modos de et dos cares, que sendo dl mismo pal, sean comecivs son:
29, @, 0 s .60, 07,8 10°), donde el astersco
e E, 0, a baraja, lo

e spont Un tota 3 4 = 36 aia.

de igual vl
(°E, *0). (°E, *C). (*E, *B). ‘0, *C), (*0, *B), (°C, *B), donde el atersco puede tomar en cada

ot e s s . s o ) 10 .16+ 0w

En definiiva, los casos favorables al suceso planteado son la suma de los casos descitos arriba
36+ 60 = 96.

% _ 8
Por tanto, Ia probabilidad pedida es P = o = -

o231

. i boleto n los tres resultados
iy 0%, o i e e e ks
resulad

206



L ndmero de apuestas posibles que se pueden hacer en una quiniela son V3., = 31 = 4782969,

c
as y cada dos, el nimero total un
boleto con trestrples y cuatro dobles s 3 - 2¢ = 432
P

po B 1 gm0

ERREEET

lest serte 13 resultade 14 esultados?
Patiendo cudntos de los 31

i ) 13 resul i
432 apuestas pero no 14

lay
dean 72 =
pl). i

quiera de dos al doble (1), sustitu-

yendo el pronstico realzado por un 2,lo que supone un totalde 432 - 4 - 1
casos la apuesta con tece aciertos fall en un partido apostado doble).

728 casos (en esos

En demi + 1728 = Ty, por
P 270 2 g
e
o
olo dos cruces, y e trad
el siuiete esquema de drbol:
<C<c - caeo
c + 7
+ e =
& . - Ccun
Gl
.<‘<c y/
22
=Sz
o <£ .
+ € =
" &l
X .
.<¢<c‘ N
S
,. 5 4 ot
® i formado por V1 =
4G

(16 21003, +55:or e, ekl et s = - =005,

207



Probabilidad
condicionada.
Teorema de Bayes

TEMA 1V-2.2.

Ejercicios resueltos

es0.3
Hallar la probabildad de que logremos comunicar con la extensidn deseads.

(Fropuestoen  Univ. Compluens e Mudid)

Designando por és Belsuceso

deseada» seré:
ANB-pAND = pA) - p®),

donde se supone que A y B son sucesos independientes

(2@ = 1 =P

como [P oy = p(ANE) = 0708 = 035
. Siendo Ay B 3 Ay B, son también
independientes.

(Propuesto en la Univ. de La Laguna.)
Para que B sca independiente de A, hay que probar que P(B/A) = P(B)
En cfector

PE/A)

PAENE) _PAUB) _1-PAUB
P PR - P&
donde se han aplicado, sucesivamente, Ia ley de Morgan y Ia probabilidad del suceso contrario.
Pero, como P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N
1-P@) ~ P®) + PANB)

PO

PEA) -

Dado que A y B son independientes por l enunciado, P(A N B) = P(A) - P(B). Por tanto:

R - L= PA) = PG) + PA)PB) 1 = P(A) = P(B) | = PA))
e ) - ToP@) .
& - L= P@IL-11 = P@) P
PR = o - P@ = P®)
l menas una vez el mimero 3 sea maor que 1127
(Propucsto en la Unis. Autdnoma de Medrid,)
Designando por 3 enn tiradasn, 4.ano obrener 3 en

n tiradas».
La PR s el eendo e custn g cal trade o intependinte  que I robailind ae

S ——— Y

2
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RS

Tt g (1 =3t = - 103~ b0 <o g2
b oo
log6 —logs 007918

Como (og § — 10g 6) < 0 = 0 > 8018,

L menor nimero de iradas srd 4.

4. Se tiene una

st laprimers it

(Propuesto en la Unv.de Burcelor.)

La probabidad bscada e PG, 1 A).

En el prmercaso lossucsos A, Ay son independienes; por anio:

LI T
w W e
Encl segundo caso P(A, 1 A) = P(A) - P(AYA: por ant

P(A N A) = PA) - P(A)

4
P L <
S R I R

e 30anas y el
queencl A

3) i tiene menos de 30 anos, ¢cudl s la probabilidad de que sea cataldn?
) Sies catain, geud esla probabilidad de que tenga mds de 30 aos?

) ¢Cudesla probabildad de que no sea cataldn y tenga ms de 30 afos?
(Propuesto en a Univ. de Barcelona,)

iznando por o
¥ por C el suceso «haber ascendido al Aneto el verano pasado y ser cataldn, s tienens:
POM) = 0,6y P(C) = 08

) La primera probabilidad pedida es P(C/M). Al ser C y M independicntes:

PCOM _ PO-PO)
- BEOM _ POPO__ by g
P = SO PO
1) La segunda probabildad buscada s P(/C):
PEAO _ _PE-PO oo i pansi—ose
povo - G o PO = 1= PO = 1= 06 = 04

) La tercera probabilidad pedida es PC 1 M):
PN M) = PO PO = [1 = PO - (1 = PAD] = (1 = 08) (1 = 0,6) = 0.08.
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e cominr e e g raconde i U ot e e B 12 e
cud s

de 2 de BUP. si Lo
ignando por Py 10de S, el suceso asalir un
alumno de 2° de BUP en el lugar j», ¢ iene:
e primer alumno es de 12 de BUP: p(P) = - = 1%
primer alu s R T

Si ¢l segundo alumno fuese de 19 de BUP: p(Py/P) =

Andlogamente: p(S) p(Py/S)

2
wen
Luego, a probabilidad pedida es
B ¢ 218 s@en) 83
9 " 2B 30

Nota; Obsérvese que la probabilidad sigue sieado la misma, haya salido 0 1o un alumno.

..y otra urna U, 1 — x. La proba-
bilda 72
1a bola blanca haya sido extraida de la primera urna?

(Propuesto en la Ui Autdnoma de Madrid.)

B cextraer bola blanca».

P U, welegir
La probabilidad pedida es P(U,/B). Aplicando la formula de Bayes:

xdk
) 2
PO = G Fm) + P P EREREN
2

Solucion de los ejercicios propuestos
1. Hallr i probbildad de que l anzar un dado n vees s abtenga sl menos un 6.
(Propueso e  Univ, Complutense de Madrid)

Se estudia e suceso contrario A no obtener ningin 6 en las n tiradas.

cuslquiera de los cinco resultados del dado, excluido el 6; es deir, V5., = 5"
Como los casos posibles son V., = 67, Ia probabilidad pedida es
-5

G

i =
PA) = 1 - P(®) = 1 -
) @) -

Nota: Este problema también puede plantearse considerando el suceso o obtener un 6 en cada uno

DS

el susso s de I probabiidad compuesias PGV = (5"
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2. Una urna contiene 20 bolas numeradas del 1 al 20, Se extraen sucesivamente dos bolas. S¢ pide:

) Halar a probabilidad de que las bolas extraidas tengan nimero impar, s se introduce Ia bola en
a urna despus de a primera cxtraccion.

)
miento.

(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)

9
ducen con ecmplazamient, s tene que os casos favorabls al sucso plantado so
0o T e gl Vs = 30 = 400 P e, o rovaiidna pd o

'
P - =m0

1) Teniendo en cuenta que las extracciones son sin reemplazamiento, los casos posibles son
2= 2019 = 380,

favorables
10-10 = 100

@ P =P, NB) = PB)- PG =
independientes.

b P = P(A, N B) = P(A) - PBYA)

3. De
palos distinios.
(Propuesto en la Univ. de Zaragoza.)

1 I
@ I ®
s cartas del palo de ala tercera ex-
by bl e g g st el i g
302010 = 240000,

40393837 =

20000
2193360

Com los casos posbles son Vs, 193360, 1a probabilidad pedida es

o
R
39

“
s 20y B el suceso «obtener al menos un 6. Hallar 1a probabilidad de A U B.
(Propuesto en la Univ. Politéenica de Madrid.)

e onider ue it e o dados v, de for que o nimro de s posles
6.2 = 36 (véase ¢l problema 1 del tema anterion)

e estudia los casos favorabls 4 los sucesos A, By A 1 B,
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A= 103,29, 0,1, 6,9, 6,6, ¢, 2, 6,3, 6 9);
B = (01,6, 6, 1), 2,6), 6,2), 6. 6), 6,3, (4, 6), (6,4), 6. ), 6,9, 6,6

ANB = (4,6.6,9).

Astpues P8) = = = 2 p@) = 1Ly pa 1) = 2. Poranto, aprobabidad pedida s

sipuss, P(A) = = = 5. P®) = 5y = . apr -
s.1 2 _8+m "

PAUB) = P(A) + PO -PANB = 1o + T - 5 -0

Deuna tas al azar, Hallar la un a5, un

feyy un ses

(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)

Las distintas formas en que s pueden extraer de una vez tres cartas de una baraja son
403938
Cuy = S5 = 980,

Los casos favorables al suceso planteado son 4 +4 + 4 = 64, ya que son cuatro los ases, cuatro los

6
ad pedida es P = 5o = 0,006478

reyes y cuatro seises de Ia baraja. Por tanto, la prob

Una pieza de arileia dispone de siete obuses para lanzar  su objetivo. En cada disparo la proba-
bildad de alcanzarlo s 1/7. Hallar la probabilidad de alcanzar el objetivo con los sicte disparos.

(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)

da di s un blanco en el
disparo -ésimo, Ia probabilidad pedida es

e 080w A PPty = (] - 15 10

En el cjercicio anterior, ;cusl es Ia probabilidad de alcanzar el objtivo al menos una vez?

idia el io A no. i dis L
S0 s
PR = P AN E) = PR) PP = (5 = 0.
. ; - sy
st pus, la probabiidad pedida o P = 1~ PG®) = 1 - (5] = 0601

. (Cudl es la probabilidad de alcanzar el objeivo delejercicio 6 exactamente con dos disparos?

Se considera la distribucion binomial en Ia que la probabilidad del wéxiton alcanzar el blanco es
1 6

¥1a del «fracason no alcanzar el blanco es g

-p=3

fad pedida s Ia de alcanzar 2 éxtos en 7 prucbas; s decir:

(1)) M mm
() G)(5) -2 e = e =0




9. Calel

1
ipualat - =
a =

(Propuesto en o Ui Autdnoma de Madrid,)

T
e
dad de ganar uno o mds juegos (suceso contrario del anterior) es 1 — (1 =
imaepr etk <0 .,w,1,| it
e ot
9 L dndeor.

1) Las dos de espadas o figuras.
(Propuesto en o Univ. de Zaragoza.)

Cone (9] 7.

L0 dts o 5 e s e G+ () -

N s 3
de modo qu, a probabilidad pedida rsula P = <0 =~ = 005769,

, )
i o el i e eyl S st
s

Por o, aprovaiiand e P - 7% - 5T g.10m

. Hallar
sucesos S, A s

10, Sean

s
cen los dos sucesos».
(Propueso en lo Univ. Poltécnica de Madrid.)

ANBU®BNR),de

El suceso S, e puede escribir como unién 4= sucesos incompaibles S,
mancrsq DSy = PA N By P30

AnBHUGN
que P(A N B) = P(A) ~ P(A N B),y anilogamente P(B N &) = P(B) ~ P(A N B).

Como Ay B son sucesos independienes, P(A N B) = Py - Py por tanto,
P(S) = PANB) + PGNA) = P()-P(ANB) + PB)~PANB) = Py + Py=2-Py Py
Bl suceso S = A N B; por consiguente, al ser A y B sucesos independienes,

P(S) = PANB) = PA)-P(B) = Py Py,




defe

12. Enuna

0,007 Cudl esla i I
puertas defectuosas?

0,007,y como
puerta correct, 0993; eniendo

da s 1a de obtener dos éxitos en cuatro pruebas de una disribucién binomial; es decir:

= () - oms  som 10 - o,

13, Se realiza e sguiente juego: se extrae una carta de la baraja espatola. S produce el succso A sila
cartacsunas, i i

o
caes
e i st oA p = LA L oy

exactamente

5 veces el suceso A (éito) en 10 pruebas viene dada por la distribucion binomial

() ) e

. Dos smigs. A . compn . e ey A osdades g o e pntos
4;5i o ha ganado, B tra los dados 105651

1029,

idad qu ene A de ganr.
Delos. = 6 = 36 casos posibles que se pueden obtener dados son favorables al su-
qu - [(I 3),(2,2), (3, 1)), yalsuceso B = {(1, 5), (2, 4), 1! JMA l)< (5, 1)]. Por tanto, se tiene
SR e ok, T P@1-PA =1 - e
beP® - B PB - 1-P®)

Los casos s au anal udor A oy KA, RBABA, . o son s ncompals
ma de s probabildades de tod
e el gl g g

afl + @) + ub)’ + @+

= a(l + &b + 36ab + ababab +

o gomie 3 ot S < b ke e 1 rovaand pedida

' \ L w3
()= PR T TR R
"



1. Hallar la probabilidad que tiene B de ganar en el jucgo del ejercicio 14.
Comprobar que P(A) + P(B) = 1.

S o pasiecits s sl 44 Wbml anterior, se tene que los casos en 1os que
gana B son: 1ad Py de que ganc B ¢s

b1+ @) + @B + @6) + .

EIRERY - S,
ol A

Se comprucba que Py, + Py

16. Una urna contiene dos bolas, que pueden ser blancas o negras, o una blanca y una negra. Se anade
una bola blanca a la urna y, despuds, e extrae una bola al aza. ;Cul esIa probabiidad de que sea
blanca?

(Propuesto en la Uni. Complutense de Madrid.)

Se consideran 1 hipdiesis: B, i B2 i
bolas negras, y B, a urna contiene una bola blanca y otra negra, Resulta que B, B, y B, forman un

P®) = P®) = P®)

e dada por Ia férmula de a probabilidad fota:
P = P(A) = P(B) - P(A/B) + P(B) - P(A/B) + P(B) - P(A/B);

Calcul ngs solo blanco,
(Propuesto en la Univ. Politéenica de Madrid.)

Sea A el suceso hacer blanco con el primer caén y B ¢l suceso hacer blanco con el segundo canén.
Segin ¢l enunciado, P(A) = 0,1y P(B) =

AnE
tes,se tiene:
PANB) = P@) - P@ = (1 - 01)-(1 =03 = 0907 = 063
NHUEND). N ByA N Bsonsucssos

incompaibles, resula:
P=PIANBURNB] = PANE +PANB) = PA) - PB) + P@) - PA)
P =01 (1=03)+03-(L=01) = 0,107 +03:09 =007 +027 = 034



bl dizan d
devolviendola bola extraid Hallar Ia probabili-
d

Las probabilidades de extraer cada uno de los tipos de bola en una extraccion son:

31
5= PO

2 1
5 PW =T

- .
2R, 1V, 1Ay, por tanto, 3B en un orden determinado, e Ia probabilidad compuesta

(BT () - sl s

10!

hora bi P - = 50400 casos, segin

ERERIRNEE]
e comsideran s disinto drdenes en que pucden producise losresulados.

SN TTA —

En cierto pais, be que un 12% de
enfermedad. Se dispone de una prucba para detecar a enfermedad, pero no es totalmente fable, ya

001259,

de las personas sans. ;Cul esla probabilidad de que esté sana una persona a I que  prueba le ha
dado positiva?

(Propuesto en la Univ. de Murcia.)

S, o s s snoy o s s e, Los sucss By B foman claramene n
sistema completo de sucesos y sus probabilidades son P(B,) ~ 088 y P(B,)

) = 005
Trimy < os
Se calcula Ia probabilidad pedida P (B,/A) aplicando el teorema de Bayes.
P(®B)PA/B) X
A (B)PA/B) 088005 o,

PBIP(/B) + PBIP(/B) 088005 + 0,12-090

n ‘Se pregunta:
s ()
s (3
N e (1)

:
;
s g, .- (£) < 15 o o mrn €53 3)

= 1 caso en que se exracn dos azules
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4 o
lo cuyos lados tengan longitudes dadas por los esultados de las tiradas.

siipeiis by« SEUFL B 1,

Por consguiente, Ia proba

Tos dos calee-

b
tines son del mismo color ¢s

oy e (3%

POVA) = S " By " B

. Una urna conticne una bola blanca, dos negras  trs rojas. Se extrac al azar una bola, que

e s bserada e el 3 4 . e rept o cperinia i v, Halr e e
haber extraido menos de tres bolas negras

(Propuesto en la Univ. de Barcelona.)

e el e, o e - >

2 L 102

¥ ufracason el suceso contrario no

3
éxitos en una distrbucidn binomial de 10 pruebas; es dcir:
PPyt Pt Py

NGO GG (3)- 66

1 S0 00 1766t
EEE T TR Y™}

02991

(Propuesto en la Uni. Auténoma de Madrid.)

(w5

o s
i el hecho de que Ia condicign necesaria y suficente para que un segmento forme un tridngulo con
otros dos es que su longitud sca menor que la suma y mayor que Ia diferencia de sus longitudes. Es
decir, tiene que ser tal que fa — b] < ¢ < Ja + b].

For jmplo, i , 5)en los
lados de un trdngulo
sunmneﬂmwlnmﬂzculﬂnut?- S \s +3]=8 = c=3,4,56 (s,
<6
En defnitiva, reslta que (s, b, c) forman tridngulo n los siguientes nimeros de casos:
WY=5 LY=L G-k L6~ 1;
@n-3%  @y-3n @62
@y-x%  G.9-5 a6
@H-x% @S5 “e
E RS .6
6% 633 6.6




Lo que supone un totalde 111 casos favorabls a formar ridngulo,

m oy
Por consiguinte, 1a probabilidad pedida e P = e = - = 05130,

" dad de que al menos una bola sea blanca.
(Propuesto en la Uni. de Granada.)

Sea A el suceso planteado y A su contrario obiener 1 tes bolas negas; entonces se

,
((%,)] T A

. il
PA) - o,

24, Se tienen once urnas numeradas del 2.l 12. La composicion de las urnas s la siguiente:

Nimero de la urna

nimero de bolas blancas

‘nimero de bols negras

o mimers o .51 e bl e i apirkr ey e vshen e
1ot Gado s e o o, S G s petubiBdnd e ace, e it e exmsion

(Propuesto en la Univ. de Barcelona.)

ras iento, entonces las
jugadas son independientes, y s B, representa el suceso de extraer bola blanca e Ia primera extrac-
cion i

P = P(B, N By = P(B) - P(By), yademis P(B) ~ P (), con lo cual s probabildad pecida es
= P,

Ahora bien, del los

1a probabildad tota, que a probabiidad de sacar una bola blanca s
B0 = PO/ RIS DB 3.4 PO FOR/ R,

sttt i

PB) =0t
ST
%3
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2. B unk Uneian o 1 e iy stuinterde Az, Clncisy Lt erean
ra el 5% en Arquitectura, el 10% en Ciencias y ¢l 20% en Letras, Se sabe que el 20% del total
dian Arquhecir & 30% Ciecas y 509 Leras. Flegido un s s e, deerminr

) La probabildad de que sea de Arquitectura y haya terminado I carrera
b) La probabilidad de que sea de Arguitectura s se sabe que ha terminado la carrera,

(Propuesto en la Univ. de Oviedo,)

Siserepresenta por S acabar a carera, N no acabar la carrera, y por A estudiar Arquitectura, C estu-
diar Ciencias y L estudiar Letras, del enunciado del problema se sabe que

030; P(L) = 030; P(S/A) = 005 P(/C)

010; P(S/L) = 020,

PA) = 020 PO

b oy
resulta aplcando el tcorema de Bayes:

PAS= Ty V(s_m TPO PO T PP
02 00 1
PSS = S o5+ ‘m um.nsu 0@ " oas T~ 0T

26. Una urna contiene cuatro bolas rojas, dos negras y tres amarillas, Se pide:
fad de que al extracr dos bolas al azar ambas sean rojas.

o Lo
B e e e o ot e s et
2 6mr e ot e s e s e = () < 5

b

v ) - po—

umma (£)-(2) = 65 - .yttt £) - . P

" 0+4 11
bilidad pedida es P = 20t 5 - L < 0,048

27, Se tienen dos urnas. La primera contiene sis bolas blancas y ocho negras: I segunda, cuatro bolas

colr.
(Propuesto en la Univ. de Baleares.)

bol =1
AB)U N, NNy,

y
extracciones son independientes,
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P = P(®, N B) U (N, N Ny)

P, 0By + PN, NN = P(B) - P(B) + PON) - PON);

s .8 o1 _ 3 m 1
4 18 2 7.
LT T % L
.
et primer el ictoias del p es el doble

310
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en la préxima confrontacién de cquipos?

(Propuesto en la Unis. de Alicante.)

sea

ciado, se estima que P(A)

4 '
Trem -

P ipo A, Y
Six = POUA), y = PY/A) y 2 = P(Z/A), se tiene que x = 2y y X = 3 ademis, como
A=XUYUZx+y+z=1

Resolviendo el sstema formado por etas res ecuaciones, se obtiene:

LaprobaidadpedasP = POO = PO N) ¢ PO B)
i resn de s probad condicomda e

PN A +0=PXNA),

P =P A) = PA) - POX/A)

e G b

0 La provaiad de qe cxsamen dos e e,
1 Laroabidadde us l e b e dfocuss.
(Propusto n o unis.d Grande

probabilidad p = 0,20,
clegic 50,

=0,

e e o o S o
o et - 7 - () 02 08 o

b1 pedids es 1 complementar i aete e deci:

Poi-p,




AyB.EnA
negras. Se toma una urna al azar y de el se extraen dos bolas. Hal

@ La probabilidad de que sean las dos negrs.
) La probabildad de que sean una de cada color.
(Propuesto en la Univ. de Zaragoza.)

@ SeaS el suceso extraer
se tiene que

() ()

2
PE/A) F 2 vmm-(n)—;
2 2
At pues,aplicando T éxmua de fa probabilidad total, i probabildad pecida es
L2 e
P P/A) + PE)-PO/D) = 3o 4 53 = e = 0061,

umas Ay B, se

Asi pues, Ia probabilidad pedida es
P = P(T) = P(A) - P(T/A) + P(B) - P(T/B);

i R IR T
2 TR T e e o

31.. Un setor tiene s liaeros en l bolsll. En el primero lleva dos laves, e el segundo, cuatro (una.
) casa)
lega cbri azar illo. Del 1l

. Bl sefor
I

abrir, o tra al suelo y busca otro en el bolsillo, con
fad de que pueda abrir probando cuatro llaves como

abrir
‘Cuando finaliza con ¢ lavero, si o ha podi
el cual repite la operacidn. Hallar Ia probat
méximo.

(Propuesto en la Univ. de Barcelona.)

niente constuir un diagrama de drbol con tods clls.

1,2y Haveros;y s re-
presenta por C delall por N I clecsion d
yenl se anota la probabilidad con la que ocurre. L que se

Tas probabilidades de las ramas correspondientes.



” <
1,

wC T

4,
w
— Cc ~ p=112

" C
mi
N " G/
s

3c = =2

N
"

mi

3b—c ~ p=124

C =~ p=124

¢ p=w2

- p=112

w2

—Lc =~ p=1m2

~ p=ui2

2



bri la puerta de-

1a casa estin sefalados en negrta, o que supone una probabilidad en total de

'
-t

fs

L
F]

L e s cmpcnmrd o = 1~

2
G

a2 Lapri i
fojas I tercera, tres blancas y tres rojas. Se saca al azar una bola de Ia primera urna y e introduce
€ 1 scgunch bola de Ia segund la tercera; inalmente,

se queden con I misma composicién inical,
(Propuesto en la Univ. de Valladolid.)

Ast pues, 5610 pue-

¥ tercera. Las probabilidades de cada uno de esos sucesos son:

TR TET ATVIAAPE NE ST RN

PR N RN R) = PR)- PR/R) PRYR 1Ry = 53 3 = 2

Por tanto, Ia probabilidad pedida es 1a suma de las dos anteriores; es decr,

2w _n
pol B o

bola de la urna; i es roja, se
res bolas rojas, una nueva

devieveal s bl h
bola en cualquicra de los do casos Hallar:
@ La probabilidad d que s dos bolas extraidas soan blances.
) La probabiidad de que fas dos bolas extraidas sean rojas.
) La probabiidad de que as dos bolas scan d distinto color.
- ’ X -
(Propuesto enla Uni. de Valldoli)

ea B, i extraer
cidn, para i = 1y 2. Teniendo en cuenta la composicidn de las urnas, s tiene:

s

PRyB)

P®) - P@/B)

3, 2
s ¢
3 s
¥

PR

PEB/R) =




Ast pues, resulia:

o000y p-poym = 2o L

5 PR, 0 R) = PR) - PRYR))

9 P(BNR)U R NB)) = P(B N R + PR, N By =

~ PP/ 4 PRIPE/R) - S

@) Aplicando el teorema de Bayes,

P®) - PRyB)
PO = PG PR + PR PR/
34, Una fibrica inas. e sabe, d

estén averiadas.
(Propuesto en la Unis. Poliécnica de Madrid,)

Comoel
binomial de 12 prucbas en 1a que el aéxiton es esiar averiada, con probabilidad

p =l ad

» estar &
i

G () )
) () (]

P =1 - 098617 = 001383,

(B + P4 Pyt P

5. Aplicar

parai = 1,2, .
(Propuesto en la Univ. Autdnoma de Madrid.)
Aplicando el teorema de Bayes, se tiene:
PH) - PVH)

) - PAI) + P(Hy) - POV + . + P PV
para cualquier valor de i y de k; dividiendo en
icho valor, resula:

Pa) P
PO + PO + o+ PO 1

PH/A) =

Sein se dice en el enunciado P(A/H) = P(A/H,
expresion anterior numerador y denominador por

PEH/A) = = PH).
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e calcula ¢l valor de P (H). Teniendo en cuenta que

s =L vy oty = Loy - (L) v

e = (1) pans

se tiene, recordando Ia férmula de Ia suma de los términos de una progresion geoméirca, que

1= PH) + PR + .+ PH

¥, por consiguiente,

POH) =

En defnitva, se tiene que P(H/A) = P(H)

. Decir en queé casos seran iguales la probabil

tades & prior y a posteriori de una hipdtesi.

(Propuesto en fa Unis. Autdnoma de Madrid.)

Sea [H,, Hy, .., ] un sstema completo de sucesos; sus probabilidades P(H.), P(H),
A . 2

PO son
i o

bablidades P(H,/A), P(Hy/A),
Segin la dei

POH/A)

. P(H,/A) son las probabilidades a postriori.

i de probabilidad condicionada:

POLOA) _ PH)-PAMH)
A Pm

iguales, de a expresion

si
anterior s deduce:
PaH/A) - PH)

P(VH) = P(A) = P(ANH) = P(A) - P(H).

s deci, e suceso A s independiente de las hipdicsis.

fichas. En una las dos blanco, en otra
son ) Iaotra blanca. caja, e extrae una
(Propuesto en la Univ. de Valladolid.)
i fich
blanca en " Ta urna nimero | A, clegit
'
la uma i (P(A) = . para i = 1,2, 3,y por B extraer bola blanca, Ia probabilidad pedida es,

aplicando el teorema de Bayes:

P=P(A/B) =

PA) - PB/A)
P(A) - P(B/A) + Play - P(B/A) + P(A) - P(B/A)
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3

S sale bola roja l
(el que empieza e juego) y de que el jucgo termine en empate.

en funcidn de las extracciones antriores.

3
B - gonatip = o

' B gmaitip =

7 s A

S,N&
T -

'
R~ empateip = -

=
0

empate; p

R = empate

'
R = empaterp =

Al vista del esquema antrior resulta que las probabilidades dl juego son:

a9 Plamne2t) = 4 = 2= 02571

Pt 0 " W s

'
Plempate) = 5o

3. isidn i ol dosate-
ge por i Hallar

a probabilidad de que sea espafil.
(Propuesto en la Unis. de Valladolid,)
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Sexo

Jrm— — | o
Varén (V) Hembra (H)
- —
Expatola ) 2 E|
i s
Newara () s 0
ogisa () s
Towl ) |
. LPEnv _ww 2
L ot e s P81 = PEOV 210 o,
;
(Propuesto entUni.de Valladoti)
e S
i ol en e 8 g
ey T, rosabdades de cada e el
A 4
7 B < op= s
3 B,
3 : et
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5
»
3 : B e
3 3 ®
k] —
‘ y
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L probabildad pedida e P ~ P - 2

0,507
. 505

P = P(B) = PBY/B) - P(B) + PB/R) - PR);
P < P(B/B,) - [P(By/B,) - P(B) + PB/R,) - P(R)] +
+ PB/R) - [PRY/B) - P(B) + PR/R) - PR)L;
P = P(B/B) - P(BB) - P(B) + P(B/B) - P(B/R) - P(R) +
+ P(B/R) - PRYB) - P(B) + PB/R) - PR/R) - PR,).

. .
¥ se exrae una nueva bola. ;Cudl es la probabilidad de que sea foja?
extraer bol
traccion, parai = 1y 2.
Aplicando Ia férmula de la probabilidad tota, I probabildad pedida es
®» w03
PR = PR PR/R) + PB) - PR/E) = 2 2020 2o
@ B vea de exraer bolas de las cuales se

b g kst st

Los posibes resulsdos de Ia prinea esraceidn son A, = RRR, A, = RRB, A, = RBB y
A = BBB, y sus probabilidades.

Como (A, As Ay AJ
dad tota, la probabildad pedida es

P = PR) = PA) - PRYA) + P(A) - PRY/A) + P(A) - PRYA) + P(A) - PRYAY:

P

. Una uma bol gr2s. Owra urna B ydos
negras. Hallar la pro-

gras
babildad de que Ia urna haya sido 1a A
(Propuesto en la Univ. de Valadolid.)
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I B, tiene por proba-

i
‘ )

(H () a0 o

O R I TR
: :

1
3 aicando

el teorema de Bayes, resulta que Ia probabilidad pedida es

PA/S)

P(A) - P(S/A)
P(A)P(S/A) + PB)-P/B) L5
7

9, 1 robeisant e gion el v e ek T 1/ ot e ot yrovenss
dela fibrcall 104 L X cgunda
Hallar

proveng de a fibia 1
(Propuesto en la Univ. Autdnoma de Madrid.)

la probabilidad

si
pedida es

PQ) - PO/ N 06-001
@) PO/ + P - POAD 06001 + 0.4-0,05

Pa/D) = = 023077,

.
dos majeresy tres hombres mis. De Ia sociedad asf ampliada se elige al azar un presidente  c sabe
i Jesl

(Propuesto en la Univ. de Valladolid.)

Sea H el suceso ser hombre y sea F el suceso ser socio fundador. La probabilidad pedida s

PEAR s 1
AaS P(F) 1015~ 2 7 L

46, En una clase hay quince alumnos. ;Cudl esIa probabilidad de que haya al menos dos alumnos que
celebren su cumpleafios l mismo dia?

diterents.
Las maneras n aue se pueden clge 15 fechas del ato sendo todus difeentes 8 Vo

=35  como el total de modos en que sc pueden elegi 15 fechas ¢s Vi
555, s o T 08 S e

365364351 (‘ 7“| 2
:.ss xss 365 " -

ASi pues, Ia probabilidad pedida es P = P(A)

1
P@ - .(, a E) = omn

~P(A) = 1 - 07471 = 02529
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